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PREFACIO

Nosso propdsito original ao escrever éste livro foi o de fornecer um
texto para o curso de graduagio de dlgebra linear no Massachussetts
Institute of Technology. Este curso cra destinado ao terceiro ano dos
optantes de matematica, Atualmente, cérca de trés quartos dos alunos
especializam-se¢ em ciéncias ou engenharia e variam de calouros a
estudantes de pds-graduagdo.

Concessao alguma se féz ao fato de a maioria dos alunos ndo
estar interessada primordialmente em matematica. Isso porque acre-
ditamos que um curso de matematica ndo deveria fornecer a estu-
dantes de ciéncias ou engenharia um amontoado de métodos, ¢ sim
proporcionar a &les uma compreensiio dos conceitos matematicos
fundamentais,

Por outro lado, estivemos profundamente conscientes da grande
variag8o de conhecimentos que os estudantes poderiam possuir e,
em particular, do fato de terem os estudantes tido muito pouca ex-
periéncia com o raciocinio matematico abstrato., Por essa razio,
evitamos a introdugdo de muitas idéias abstratas logo no inicio do
livro. Como complementn incluimos um Apéndice, onde sdo apre-
sentadas idéias bdsicas tais como con junto, f ungio e relacio de equi-
valéncia. Achamios mais proveitcso ndo insistir nessas idéias inde-
pendentemente, ¢ sim aconselhar os estudantes a lerem o Apéndice
a medida que surjam tais idéias.

Em todo o livro incluimos uma grande diversidade de exemplos
dos conceitos importantes que ocorrem. O estudo de tais exemplos
¢ de fundamental importédncia e tende a minimizar o niimero de
estudantes que conseguem repetir definigdes, teoremas e demonstra-
¢Oes em ordem légica, sem apreender o significado dos conceitos abs-
tratos. O livro contém também uma ampla variedade de exercicios
graduados (em tbrno de qumhcntos), variando desde aplicagdes roti-
neiras aos que solicitario até os melhores alunos. Pretende-se que
ésses exercicios sejam parte importante do texto.

O Capitulo | trata de sistemas de equagdes lineares e sua resolu-
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¢io por meio de operagdes elementares sObre linhas de matrizes.
Tem sido nosso costume despender seis aulas nessa matéria. Isso
proporciona ao estudante um esbdco das origens da élgebra linear
e das té&nicas de cdlculo computacionais necessarias ao entendimento
de exemplos das idéias mais abstratas ocorr:ntes nos capitulos pos-
teriores. O Capitulo 2 discorre sObre espagos vetoriais, subespagos,
bases ¢ dimensdo. O Capitulo 3 trata das transformagdes lineares,
sua algebra, sua representagdo por matrizes, bem como isomorfismo,
funcionais lineares e espagos duais. O Capitulo 4 define a dlgebra
dos polindmios sdbre um corpo, os ideais naquela dlgebra e a decom-
posi¢io de um polindmio em fatbres primos. O Capitulo 5 desen-
volve determinantes de matrizes quadradas, sendo’ o determinante
encarado como uma fung¢do n-linear alternada das linhas de uma
matriz. Os Capitulos 6 ¢ 7 contdm uma discussdo does conceitos bé-
sicos para a andlise de uma transformacfo linear isolada sGbre um
espago vetorial de dimensdo finita, a andlise de transformagdes dia-
gonalizdveis, o conceito das partes diagonalizdvel ¢ nilpotente de
uma transformacio mais geral e as formas candnicas racional e de
Jordan. O Capitulo 8 considera com algum detalhe espagos de di-
mens#o finita com produto interno. Ele cobre, em particular, a geo-
metria bdsica e o estudo dos operadores auto-adjuntos, positivos,
unitdrios e normais. O Capitulo 9 discute formas bilineares, enfati-
zando as formas candnicas para formas simétricas e anti-simétricas,
assim com o grupo que conserva uma forma ndo-degenerada.

A interdependéncia dos capitulos é como segue. Os Capitulos
1 e 2 ¢ a maior parte do Capitulo 3 sdo bdsicos para o livro todo.
Os Capitulos 4 ¢ 5 também sio fundamentais; entretanto, podem ser
tratados de uma forma mais abreviada se o professor deseja passar
aos capitulos subseqiientes mais rapidamente, Os Capitulos 6 ¢ 7
sdo uma unidade. Os Capitulos 8 ¢ 9 sdo independentes entre si e
nio necessitam dos Capitulos 6 e 7 (exceto talvez das primeiras pa-
ginas do Capitulo 6). O Capitulo 9 nio depende do Capitulo 4 nem
do 5 tampouco. '

Somos gratos a nossos colegas, em particular, aos Professores
Louis Howard e Daniel Kan e Doutores Harry Furstenberg e Edward
Thorp, por suas tantas e tdo proficuas sugestSes. Pela preparagio do
manuscrito, agradecemos as Srtas. Betty Ann Sargent e Phyllis Ruby,
que datilografaram as notas originais; Srta. Judith Bowers, que dati-
lografou o manuscrito final; ¢ 4 equipe da Prentice-Hali, Inc.

Cambridge, Massachusseltis KeENNETH HoOFFMAN
Waliham, Massachussetis Ray Kunze
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CAPITULO 1
EQUACOES LINEARES

1.1 Corpos Comutativos

Supomos que o leitor tenha familiaridade com a élgebra ele-
mentar dos mimeros reais e complexos. Para uma grande parte déste
livro as propriedades algébricas dos niimeros que usaremos podem
ser facilmente deduzidas da pequena lista abaixo de propriedades da
adigdo ¢ da multjplicdcio. Indicamos por F o ¢onjunto dos nimeros
reais ou o conjunto dos nimeros complexos.

(1) A adiglio é comytativa,
X+y=y+ x
para todos x e y em F,
(2) A adigiio € associativa,

x+ @+ )=(x+y)+z

para todos x, y € z em F.

(3) Existe um tinico elemento O (zero) em F tal que x 4 0 = x,
para todo x em F.

(4) A cada x em F corresponde um tnico elemento (—x) em
Ftal que x + (—x) = 0,

(5) A multiplicagiic é comutativa,
Xy = yx

para todos x ¢ y em F.
(6) A multiplicagio € associativa,

x(y2) = (xy)z
para todos x, y ¢ z em F,
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(7) Existe um inico elemento nio-nulo 1 (um) em F tal gue
x] = x, para todo x em F, -

(8) A cada x ndo-nulo em F corresponde um inico x~! (ou
1/x) em F tal que xx~! = L

(9) A multiplicagdo € distributiva em relagédo a adicdo; isto &,
x(y + z) = xy + xz, para todos x, y € z em F,

Suponhamos que se tenha um conjunto F de objetos x, y, 2, . ..
e duas operagdes sdbre os elementos de F como segue. A primeira
operagio, denominada adi¢do, associa a cada par de elementos x, y
em F um elemento (x + y) em F; a segunda operagio, denominada
multiplicacéio, associa a cada par x, y um elemento xy em F; ¢ estas
“duas operagdes satisfazem as condicdes (1)-(9) acima, O conjunto F,
munido destas duas operagbes, é entio denominado um corpo co-
mutativo*. A grosso modo, um corpo € um conjunto munido de
algumas operag¢Ges sObre seus objetos, as quais se comportam como
a adicdo, subtragdo, multiplicacio e divisdo usuais de nimeros no
sentido de que elas obedecem s nove regras de élgebra acima rela-
cionadas. Com as propriedades usuais da adigdo e multiplicagdo, o
conjunto C dos niimeros complexos é um corpo, como o € o conjunto
R dos niimeros reais.

Na maior parte déste livro, 0s “nimeros” que usamos podem
ser os elementos de qualquer corpo F. Para permitir esta generaliza-
gdo, usaremos a palavra “escalar” ao invés de “mimero”. O leitor
ndo perderd muito se supuser sempre gue 0 corpo de escalares seja
um subcorpo do corpo dos numeros complexos. Um subcorpo do
corpo € € um conjunto F de nimeros complexos que € um corpo em
relacio s operagdes usuais de adigdo ¢ multiplicagiio de nimeros
complexos. Isto significa que O e 1 estio no conjunto Fe quese xe y
sdo elementos de Fentfio (x + y), —x, xy e x~! (se x # 0) também
o s@o. Um exemplo de um subcorpo desta natureza € o corpo R dos
ndmeros reais; de fato, se identificarmps os nimeros reais com os
némeros complexos (@ + ib) para os quais b = 0, 0 0 ¢ o 1 do corpo
compléxo sdo nimeros reais e, se x e y sio reais, (x + ), —Xx, Xy,
e x~! (se x > 0) também o sio. Daremos outros exemplos abaixo.
O objetivo de nossa discussdo sdbre subcorpos € essencialmente o se-
guinte: quando trabalhamos com escalares de um certo subcorpo de
C, a realizagio das operagBes de adigiio, subtragio, multiplicagio
ou divisio sBbre &stes escalares niio nos tira daquele subcorpo.

(*) Neste livro, sempre teremos corpos comutativos, portanto abreviare-
mos a denominaciio escrevendo simplesmente corpos. (N. do T.)
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Exemplo 1. O copjunto dos inteiros positives: 1, 2, 3, ...,
n#o é um subcorpo de C, por diversas razdes. Por exemplo, 0 ndo
¢ um inteiro positivo; para qualquer inteiro positivo n, —n nio
€ um inteiro posifivo; para qualquer inteiro n, exceto 1, l/n néo
€ um inteiro positivo.

Exemplo 2. O conjunto dos inteiros: ..., —2, —1,0,1,2,...,
nio € um subcorpo de C, pois para um inteiro a, 1/7» néio € um in-
teiro a menos que n seja 1 ou —J]. Com as operagdes usuais de adi-
¢io e multiplicagdo, o conjunto dos inteiros satisfaz t6das as con-

digBes (1)—(9) com excegio da condigdo (8).

Exemplo 3. O conjunto dos nimeros racionais, isto é, nime-
ros da forma p/q, onde p e ¢ sdo inteiros e g #= 0, € um subcorpo
do corpo dos nimeros complexos. A divisdo, que n3o ¢ possivel
dentro do conjunto dos inteiros, pode ser feita dentro do conjunto
dos niimeros racionais. O leitor interessado deve verificar que qual-
quer subcorpo de C contém todos os niimeros racionais.

Exemplo 4. O conjunto de todos os numeros complexos da

forma x + y \V 2, onde x e y sdo racionais, € um subcorpo de C.
Deixamos a cargo do leitor a verificagio déste fato.

1.2 Sistemas de Equacdes Lineares

Suponhamos que F seja um corpo. Consideremos o problema
da determinagio de n escalares (clementos de F) xy, ..., X» que sa-
tisfagam as condigdes

A + Awexe + ...+ AinXn = 31
A2ix1 + Azexs + ... + Aoux. = y2
(1-1) ] ) )

Amlxl + Am2k2 "+" - + Amuxn = FVm

onde yi, ..., ¥me Aij, 1 < i< m, 1< j< n, sdo elementos dados
de F. Denominamos (1—1)} um sistema de m equacdes lineares a n

incognitas. Toda n-upla (x1, ..., x.) de elementos de F que satis-
faz a cada uma das equacGes em (1—1) € dita uma solugiio do sis-
tema. Se y; = yo = ... =y, = 0, dizemos que o sistema ¢ ho-

mogéneo, ou que cada uma das equagdes ¢ homogénea.
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O método mais importante para determinar as soluges de um
sistema de equagBes linéares é talvez o método de eliminagdo. Po-
demos ilustrar éste método com o sisfema homogéneo

le—X2+x3=0
x1+3x2+4x3=0.

Somando (—2) vézes a segunda equagio 4 primeira equagéo obtentos
—7x2 —7 xia =

ou xs = —x3. Somando 3 vézes a prineira equdcio A segunda equa-
¢lio obtemfos | _

Ix1 + x5 = 0

ou x; = —x3. Assim, concluimos que se (xy, x2, x3) € uma solugéo
entdo x; = xz = —x3. Reciprocamente, pode-se verificar pronta-
mente que tdda terna déste tipo é uma solugdo. Assim, o conjunto
de solugdes consiste de tddas as ternas (—a, —a, a). 7

Determinamos as solugdes déste sistema de equagdes “elimi-
nando inc6gnitas”, isto €, multiplicarido equagdes por escalares ¢ daf
somando-as para obter equagBes ém que alguns dos x; nio estayam
presentes. Queremos formalizar ligeiramente €ste processo para que
possamos compreender por que &le funciona e para que possamos
efetuar os céiculos necessdrios para resolvermos um sistema de uma
maneira organizada.

Para o sistema arbitrdrio (1—1), suponhamos selecionar m es-
calares, multiplicar a j-ésima equagdo por c; ¢ daf somar. Obtemos

a equagio

(CIAII + e ow + CmAﬂlll)xl + - s + (C]_A]u + PR + CQAuul)xii
=an + ... T CuPm

Tal equagdio serd por nés denominada uma combinaciio linear das
equagBes em (1—1). Evidentemente, tdda solucdo do sistema de
equacdes (1—1) também serd uma solugiio desta nova equagio. Esta
é a idéia fundamental do processo de eliminaciio. Se temos outro
sistema de equagdes lineares

Bllx] + e n + BlnXa = 7]
(1—2) ' ' '_
Bkl'xl + ... + B}:.x.. = ;-"k
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no qual cada uma das k equa¢des € uma combinagdo linear das equa-
¢Oes em (1—1), entdo tdda solugio de (I—1) é uma solugdo déste
ndvo sistema. E claro que pode acontecer que algumas solugdes de
(1—2) n#o sejam soluddes de (1—1). Isto dbviamente ndo acontece
se cada equacio do sistema original é uma combinagdo linear das
equacBes do ndvo sistema. Diremos que dois sistemas de equagdes
lineares sdio equivalentes se cada equagio de cada sistema for uma
combinagio linear das equagbes do outro sistema. Podemos entdo
enunciar formalmente nossas observa¢des como segue.

Teorema 1. Sistemas equivalentes de equacées lineares tém exa-
tamente as mesmas solugdes.

Para o processo de eliminagdo ser eficiente na determinagéo
das solugdes de um sistema como (1—1), € necessdrio que se saiba,
formando combinagdes lineares das equagdes dadas, como produzir
um sistema equivalente de equagdes que seja mais fécil de resolver.
Na préxima seciio discutiremos um método para conseguir isto,

Eﬁercicios

1. Verificar que o conjunto dos nimeros complexos descrito no Exemplo 4
€ um subcorpo de C.

2. Seja F o corpo dos nimeros complexos. Os dois seguintes sistemas de
equacdes lineares sdo equivalentes? Em caso afirmativo, exprimir cada equa-
cio de cada sistema como uma combinagdo linear das equagdes do outro
sistema.

xn—xz-O 3x:+xa"0
2x¢ + x. = 0 Xy + x; =0

3. Repetir o Exercicio 2 para os seguintes sistemas de equagdes:

—X: + Xi+ 4).‘5 = ) X3 —X; = 0
Xz + 3):: "I"" 8.‘&'3 = ) Xa + 3x3 = {}
‘:‘x: + X3z +‘;'x3 = 0

4, Repetir o Exercicio 2 para os sistemas seguintes:

2% + (—1 + Dxa +x,-0(1+i2)x;+8x,——ix,-—-x4-0

3x,—2ix, + 5x, =0 e—3atx;+Tx, =0

5. Seja F um conjunto gue contém exatamente dois elementos, 0 e 1. Defi-
namos uma adicio e uma multiplicagiio pelas tdbuas:

+ 10 1 .10 1

oo o0lo o
i1 10 1

1 0
0 0
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Verificar que o conjunto F, munido destas duas operagdes, € um corpo.

6. Demonstrar que se dois sistemas homogéneos de equagdes lineares a
duas incognitas tém as mesmas solugdes, entdo éles sdo equivalentes.

7. Demonstrar que tode subcorpo do corpo dos nimeros compiexos con-
tém todos os nimeros racionais.

1.3 Matrizes e Operacdes Elementares sobre Linhas

Nio podemos deixar de observar que, ao formarmos combina-
cbes lineares de equagdes lineares, ndo hd necessidade de continuar-
mos escrevendo as ‘‘incognitas” xi, ..., X., UMa vez que, Na rea-
lidade, fazemos cdlculos apenas com os coeficientes 4,; ¢ os escalares

yi. Abreviaremos o sistema (1—1) por

AX = Y
onde
A3 ... A
A=
A ... A
x| (1]
X = e v=|.1
EX 7]

Denominamos 4 a matriz dos coeficientes do sistema. Rigoro-
samente falando, a tabela retangular acima exibida ndo € uma matriz,
mas sim uma representagio de um matriz. Uma m X n matriz so-
bre o corpo F ¢ uma fungio A do conjunto dos pares de inteiros
(i,/),1<i<m, 1< j<n no corpo F. Os elementos da matriz 4
sdo os escalares A (i, j) = A:; e, com bastante freqii€ncia, o mais con-
veniente € descrever a matriz exibindo seus elementos numa tabela
retangular com m linhas e # colunas, como acima. Assim X (acima)
¢, ou define uma n X 1| matrize Y é uma m X 1 matriz. Por ora,
AX = Y nada mais é que uma notagio taquigrafica para o nosso
sistema de equagdes lineares. Posteriormente, quando houvermos
definido uma multiplicagio de matrizes, aquilo significard que Y é
o produto de A por X. '

Queremos agora considerar operagdes sdbre linhas da matriz A
que correspondam a formar combinagles lineares das equagfes do



MATRIZES E OPERACOES ELEMENTARES SOBRE LINHAS 7

sistema AX = Y. Restringiremos nossa atengdo a trés operacdes ele-
mentares sobre as linhas de uma m X »n matriz A sdbre o corpo F:

(1) multiplicagio de uma linha de 4 por um escalar ¢ nio-nulo;

(2) substituigdo da r-ésima linha de A pela linha » mais ¢ vézes
a linha s, sendo ¢ um escalar arbitrario e r = s;

(3) transposicdo de duas linhas de A,

Uma operagdo elementar sébre linhas é assim um tipo particular
de fungdo (regra) ¢ que associa a cada m X n matrizAumam X n
matriz e (A). Pode-se descrever e com precisdo nos trés casos acima
como segue:

(1) e(Ad)i; = A;jse i #r, e(A); = cA,;.

(2) e(A);; = Ay se i # r, e(A),; = A + cA.;.

(3) e{A);; = A:j se i é diferente de r e de s, e(A),;, = A4,
e(A),,- = A”'.

Ao definirmos e(4) rido importa muito o nimero de colunas de A,
mas o numero de linhas de A4 € crucial. Por exemplo, deve-se tomar
cuidado ao decidir o que significa trocar as linhas 5 e 6 de uma 5 X 5
matriz. Para evitar tais complicagGes, convencionaremos que uma ope-
racio elementar e sobre as linhas é definida sdbre a classe das m X n
matrizes sdbre F, para um certo m fixo mas para n arbitrario. Em
outras palavras, um e particular € definido sObre a classe das matrj-
zes com /m linhas sébre F.

Uma razio para nos restringirmbs a &stes trés tipos simples de
operagdes sObre linhas € que, tendo efetuado uma tal operagio e
sbbre uma matriz A, podemos voltar a A4 efetuando uma operagio
do mesmo tipo sdbre e(A).

Teorema 2. A cada operagdo elémentar sobre linhas e corres;
ponde uma operacdo elementar sébre linhas es, do mesmo tipo que e,
e1(e(A)) = e(ei(A)) = A para qualquer A. Em outras palavras, a
operagdo (fungdo) inversa de uma operagdo elementar sébre linhas
existe e é uma operacdo elementar sébre linhas do mesmo tipo.

Demons¢ragdo. (1) Suponhamos que e seja a operagdo que mul-
tiplica a r-ésima linha de uma matriz pelo escalar nio-nulo c. Sgja
e; a operagdo que multiplica a linha » por ¢~!. (2) Suponhamos que
e seja a operagdio que substitui a linha r pela linha » mais ¢ vézes a
linha s, r > s. Seja ey a operagio que substitui a linha r pela
linha r mais (—c) vézes a linha s. (3) Se e transpde as linhas r ¢ s,
seja ¢; = ¢. Em cada um déstes trés casos temos evidentemente
ei{e(A)) = e(ei(4)) = A para cada A.
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Defini¢iio. Se A e B sdo m X n matrizes sobre o corpo F, dizemos
que B ¢é linha-equivalente a A se B pode ser obtida de A por uma se-
giiéncia finita de operagées elementares sobre linhas.

Usando o Teorema 2, o leitor devera achar fécil verificar o que
segue, T6da matriz € linha-equivalente a si mesma; se B € linha-
equivalente a 4, ent30, 4 € linha-equivalente a B; se B € linha-equi-
valente a 4 ¢ C € linha-equivalente a B, entio C é linha-equivalente
a A. Em outras palavras, a linha-equivaléncia é uma relagdo de equi-
valéncia (ver Apéndice).

Teorema 3. Se A ¢ B sdo m X n mairizes linha-equivalentes,
os sistemas homogéneos de equagdes lineares AX =0 ¢ BX =0
1ém exatamente as mesmas solugdes.

Demonstragdo. Suponhamos passar de A para B por meio de
uma seqiiéncia finita de operagdes elementares sObre linhas:

A=Ao—>A2—>...—>A;¢=B.

Basta demonstrar que os sistemas A,X =0 ¢ 4;,X =0 t&m as
mesmas solugdes, isto €, que uma operagio elémentar sObre linhas
ndo altera o conjunto das solugdes.

Assim, suponhamos que B seja obtida de 4 por uma tnica ope-
ragdo clementar s8bre linhas. Qualquer que seja o tipo da operagdo,
(1), (2) ou (3), cada equagdo dos sistema BX = O serd uma com-
binagdo linear das equagdes do sistema AX = 0. Como a inversa
de uma operagdo elementar sébre linhas é uma operagiio elementar
sdbre linhas, cada equagio em AX = 0 também serd uma combi-
nagiio linear das equagGes em BX = 0. Logo éstes dois sistemas séo
equivalentes e, pelo Teorema 1, tém as mesmas solugdes.

Exemplo 5. Suponhamos que F seja o corpo dos nimeros ra-

cionais e que
2 —1 3 2
A=[1 4 0o —1]
2 6 —1 5

Efetuaremos uma seqiiéncia finita de operagdes elementares sdbre
as linhas de A, indicando por niimeros entre parénteses o tipo de
operagio efetuada.

2 —1 3 2 0 -9 3 4
1 4 0 —1]@f1 4 0o 1]
2 6 —1 5] 7"12 6 —1 5
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0 —9 3 47 0 —9 3 47
1 4 o —1{M}1 4 0 —1]3
0 —2 —1 7] 7o 1 i =T
0 —9 3 47 0 0 L
1 0 —2 BI®i1 o0 —2 1M
o 1 i =17 1 i =il
0 0 1 -4 0 01—
1 0o —2 B|At o o ¥ O
0 1 —il 0 1 3 —

(R ]
_—CD O

A linha-equivaléncia de 4 com a matriz final na seqiiéncia acima
nos diz em particular que as solugoes de

2x1 — x2 + 33 4+ 2x4 = 0
x1 + 4x2 — x4 = 0
2x1 + 6x2 — X3 + S5x4 =0
x;;_—’,—‘x4=0

X1 + Uy =0

X2 —%X4=0

sdo exatamente as mesmas. No segundo sistema € evidente que atri-
buindo um valor racional arbitririo ¢ a xs, obtemos uma solugdo
(— ¢, e, Y¢, ), e também que tdda solugio € desta forma.

Exemplo 6. Suponhamos que F seja o corpo dos nimeros com-

plexos ¢ que
—1 i
A=|—i 3}
_ 1 2

Ao efetuarmos operagdes sdbre linhas freqiientemente convém com-
binar vérias operagdes do tipo (2), Com isto em mente

—1 i 0 2+ i 0 1 o 1
I:—i 3:]_(_2_{[0 3+2i] o [0 3+2;°:| 2) [0 o]-
1 2 1 2 I 2 I )
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Assim o sistema de equages

—X1 + ixz
-—"le + 3x;
lx1 <+ 2X‘2 =

I
coo

possui apenas a solugdo trivial x; = x2 = 0.

Nos Exemplos 5 € 6 € dbvio que ndo efetuamos operagdes sdbre
linhas a0 acaso. Nossa escolha de operagdes s6bre linhas foi motivada
por um desejo de simplificar a matriz dos coeficientes de uma maneira
andloga a “eliminagio de incdgnitas’ no sistema de equagdes linea-
res. Coloquemos agora uma definigdo formal do tipo da matriz &
qual estdvamos tentando chegar.

Defini¢io. Uma m X n matriz R é dita linha-reduzida se:

(a) o primeiro elemento ndo-nulo em cada linha nido-nula de R
é igual a 1;

(b) cada coluna de R que contém o primeiro elemento ndo-nulo
de alguma linha tem todos os seus outros elementos nulos.

Exemplo 7. Um exempio de uma matriz linha-reduzida éan X n
matriz (quadrada) unidade /. Esta € a n X n matriz definida por

_ s _Lsei=j
I”_a"'"{O, se i # j.

Esta é a primeira de muitas ocasides em que usaremos o simbolo
de Kronecker (3).

Nos Exemplos 5 ¢ 6, as matrizes finais nas seqiléncias apresen-
tadas sdo matrizes lmha-reduzndas Dois exemplos de matrizes que

nio sdo linha-reduzidas sao:
0 2 17
1 0 -3
|0 © 0

1 0 0 07

01 —1 OJ

0 0 1 0
A segunda matriz ndo satisfaz a condigdo (a) porque o primeiro
elemento ndo-nulo da primeira linha ndo € 1. A primeira matriz
satisfaz a condiciio (a) mas ndo satisfaz a condigdo (b) na coluna 3.

Demonstraremos agora que podemos passar de uma matriz

arbitrdria a uma matriz linha-reduzida, por meio de um numero
finito de operagdes elementares sdbre linhas. Combinado com o
Teorena 3, isto nos fornecerd um instrumento eficiente para a reso-
lugdo de sistemas de equagdes lineares.

Teorema 4. Téda m X n matriz sébre o corpo F é linha-equi-
valente a uma matriz linha-reduzida.
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Demonsiracdo. Seja A uma m X n matriz sGbre F. Se todo ele-
mento na primeira linha de 4 € 0, entdo a condigio (a) estd satis-
feita no que diz respeito a linha 1. Se a linha 1 tem um elemento
ndo-nulo, seja k o menor inteiro positivo j para o qual A,; = 0.
Multipliquemos a linha 1 por A4 1]' e entdo a condigdo (a) esta satis-
feita em relagdo a linha |. Agora, para cada i > 2, somemos (—A4;)
vézes a linha 1 a linha /. Agora o primeiro elemento ndo-nulo da
linha | ocorre na coluna k, éste elemento é 1, e todos os outros ele-
mentos na coluna & sdo nulos. '

Consideremos agora a matriz que resultou das operagdes acima.
Se todo elemento na linha 2 € nulo, nada fazemos & linha 2, Se algum
elemento na linha 2 é diferente de 0, multiplicamos a linha 2 por um
escalar de modo que o primeiro elemento ndo-nulo seja 1. No caso
em que a linha 1 tenha um primeiro elemento néo-nulo na coluna &,
éste primeiro elemento ndo-nulo na linha 2 ndo pode ocorrer na coluna
k; digamos que &le aparece na coluna kK’ = k. Somando multiplos
adequados da linha 2 as diversas linhas, podemos fazer com que
todos os elementos na coluna k' sejam nulos, com excec¢do do 1 na
linha 2. O fato importante a ser notado é éste: ao efetuarmos estas
iltimas operagdes, ndo alteramos os elementos da linha 1 nas colu-
nas 1, ..., k; além disso, ndo alteramos nenhum elemento da coluna
k. E claro que, se a linha | fdsse idénticamente nula, as operagdes
com 4 linha 2 néio afetariam a linha 1.

Trabalhando com uma linha de cada vez da maneira acima, €
evidente que, com um namero finito de passos, chegaremos a uma
matriz linha-reduzida.

Exercicios
1. Determinar tddas as solucdes do sistema de equacdes

(1 _"i)xl — X,
2x; + (1 — ix;

3 —1 2
A=12 |
1 —3 0

determinar tddas as solugbes de 4X = (), tornando A linha-reduzida.

3. Se
6 —4 0
4 —2 0
—1 0 3

i
=

A



12

EQUACOES LINEARES

determinar tbdas as solugdes de AX = 2X e tddas as solugbes de
AX = 3X. (O simbolo cX indica a matriz cujos elementos sio ¢ vézes 0s
elementos correspondentes de X.)

4. Encontrar uma matriz linha-reduzida que seja linha-equivalente a

i —(1 + i) 0
A=1]1 —2 1 {-
{ 2 —1

5. Demonstrar que as duas matrizes seguintes ndo sdo linha-equivalentes:-

G4 [

a b
A=|:c d

6. Seja

uma 2 X 2 matriz com elementos complexos. Suponhamos que A seja li-
nha-reduzida e também que @ + b + ¢ + d = 0. Demonstrar que exis-
tem exatamente trés destas matrizes.

7. Demonstrar que a transposi¢io de duas linhas de uma matriz pode ser
conseguida por uma seqiéncia finita de operagdes clementares sobre li-
nhas dos outros dois tipos,

8. Consideremos o sistema de equacdes 4X = 0 onde

+=[¢dl

¢ uma 2 X 2 matriz sObre o corpo F. Demonstrar o que segue.

(i) Se todo elemento de 4 ¢ nulo, entdio todo par (x,, x,) é uma solucdo
de AX = 0,

(ii) Se ad -—— bc # (, o sistema AX = 0 possm apenas a solugio trivial
xl = X; =@ 0

(iii) Se ad — bc = 0 e algum elemento de A é diferente de 0, entdo existe
uma solugiio (xJ, x3) tal que (x:, x,;) € uma solugiio se € sOmente se existe
um escalar y tal que x, = yx{, x;, = yxi.

1.4 Matrizes Linha-reduzidas 2 Forma em Escada

Até agora, nosso trabalho com sistemas de equagSes lineares

foi motivado por uma tentativa de determinar as solugdes de um tal
sistema. Na Secio 1.3 estabelecemos um método padronizado para

determinar estas solugdes. Desejamos agora obter algum conheci-
mento que seja um pouco mais tedrico, ¢ para tal propdsito € con-

veniente ir um pouco além de matrizes linha-reduzidas.

Definiciio. Uma m X n matriz R ¢ dita uma matriz linha-redu-

zida a forma em escada se

(a) R ¢é linha-reduzida;
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(b) téda linha de R cujos elementos sdo todos nulos ocorre abaixo
de tédas as linhas que possuem um elemento nao-nulo,

(c) se as linhas 1, ..., r sdo as linhas ndo-nulas de R e se o pri-
meiro elemento nio-nulo da linha 1 ocorre na coluna ki, 1 = 1, ..., T,
entdo k; < ke < ... < k..

Pode-se também descrever uma m X »n matriz R linha-reduzida

a formaem escada como segue. Todo elemento em R € nulo ou entédo

existe um inteiro positivo r, | < r < m, e r inteiros positivos ko,
Lok,ecom 1 < ki< ne

(@) Ri; =0 parai > r,e Ry = 0sej < k.
by Riu; = 85, 1L < i< nl1<j<nr
© ki < ... < k.

Exemplo 8. Dois exemplos de matrizes linha-reduzidas a forma
em escada sdo n X n matriz unidade e a m X # matriz nula 0", na
qual todos os elementos siio nulos. O leitor ndo deverd encontrar
nenhuma dificuldade para encontrar outros exemplos, mas gosta-
rifamos de dar mais um exemplo nao-trivial:

01 —3 0 &
00 01 2
00 000

Teorema 5. Tdoda m X n matriz A ¢ linha-equivalente a umna
matriz linha-reduzida a forma em escada.

Demonstragdo, Sabemos que A ¢ linha-equivalente a uma matriz
linha-reduzida. Portanto, basta observar que, efetuando um nimero
finito de permutagdes das linhas de uma matriz linha-reduzida, po-
demos transformd-la numa matriz linha-reduzida a forma em escada,

Nos Exemplos 5 e 6, vimos a importincia de matrizes linha-
reduzidas na solugdo de sistemas homogéneos de equagdes lineares,
Discutamos rapidamente o sistema RX = 0, no caso em que R é
uma matriz linha-reduzida a forma em escada, Sejam as linhas 1,

., r as linhas ndo-nulas de R e suponhamos que o primeiro ele-
mento ndo-nulo da linha { ocorra na coluna k;. O sistema RX = 0
consiste entdo de r equagdes nao-triviais, Além disso, a incégnita
X, aparecerd (com coeficiente ndo-nulo) apenas na i-ésima equagao.
Se indicarmos por uy, ..., #.—, as (# — r) incégnitas que sao dife-
rentes de Xi,, ..., Xk, €NtA0 as r equagdes nao-triviais em RX = 0
sio da forma
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Xkl + Z C],‘H,‘ =0
F=1
(1—3) '

Xy + z C,_,'Mj = 0.

J=1

Todas as solugdes dos sistemas de equagdes RX = 0 sdo obtidas
atribuindo-se valores arbitrarios a u,, ..., u.—, € calculando os va-
lores correspondentes de xiy, . . ., Xi, por meio de (1—3). Por exem-
plo, se R é a matriz do exemplo 8 acima, entdor = 2,k = 2, ka = 4,
e as duas équagdes nio-triviais do sistema RX = 0 sdo

X2 — 3x3 + ix5 = 0ou x; = 3xz — X5
Xy + 2x5 = 0 ou x4 = 2xs.

Assim, podemos atribuir valores arbitrdrios a x;, x3 € x5, digamos
X1 = a, x3 = b, x5 = ¢, ¢ obter a solugdo (a,3b — jc, b, —2¢, ¢).

Observemos mais um fato sdbre o sistema de equagdes RX = 0.
Se o nimero r de linhas niio-nulas de R € menor que n, entao o Sis-
tema RX = 0 admite uma solugdo ndo-trivial, isto ¢, uma solugéio
(x1, ..., x») em que nem todo x; € nulo. De fato, como r < n, po-
demos tomar algum x; que ndo esteja entre as r incégnitas x,, .. .,
xi, e dai construir uma solugio como acima na qual éste x, € 1. Esta
observacdo nos leva a um dos conceitos mais fundamentais relativos
a sistemas de equagdes lineares homogéneas.

Teorema 6. Se A é umam X n matriz e m < n, entdo o sistema
homogéneo de equagies lineares AX = 0 admite uma solugdo ndo-
trivial.

Demonstracdo. Seja R uma matriz linha-reduzida a2 forma em
escada que seja linha-equivalente a 4. Entdo os sistemas AX = 0
e RX = 0 possuem, pelo Teorema 3, as mesmas solugBes. Se r € o
-nimero de linhas ndo-nulas em R, entdo certamente r < m e como
m < n, temos r < n. Decorre imediatamente de nossas observagoes
acima que AX = 0 admite uma solugdo ndo-trivial.

Teorema 7. Se A ¢é uma n X n matriz (quadrada) e se o sistema
de equa¢ées AX = 0 ndo possui solugdo nao-trivial, entdo A é linha-
equivalente a n X n matriz unidade.

Demonstra¢do. Seja R uma n X n matriz linha-reduzida a for-
ma em escada que seja linha-equivalente a A4, e seja r o mimero de
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elementos ndo-nulos de R. Como 4AX = 0 ndo admite solugdo nio-
trivial, RX = 0 nfo admite solugdo ndo-trivial, Asstim, r > n. Mas
como R possui #n linhas, certamente r < # e temos ¥ = n. Como isto
significa que R possui na verdade um primeiro elemento nio-nulo
igual a I em cada uma de suas n linhas ¢ como éstes 1 ocorrem cada
um numa das 2 colunas, R é, necessariamente, a n X # matriz uni-
dade.

Perguntemos agora que oneracdes elementares sdbre linhas efe-
tuar para resolver um sistema de equagdes lineares AX = Y que ndo
seja homogéneo. De inicio, devemos observar uma diferenga basica
entre éste caso e o caso homogéneo, a saber, que enquanto o siste-
ma homogéneo sempre admite a solugdo trivial x; = ... = x, = 0,
um sistema nio homogéneo pode nido ter nenhuma solfugio.

Formemos a matriz completa 4’ do sistema AX = Y. Esta é a
m X (n + 1) matriz cujas n primeiras colunas sao as colunas de A4
e cuja udltima coluna é Y. Mais precisamente
A, = Aij, se ] < n

i
A:Fﬂ + 1) =

Suponhamos que efetuemos uma seqiiéncia de operagdes elemen-
tares sdbre as linhas de A, obtendo uma matriz R linha-reduzida
a forma em escada. Se efetuarmos esta mesma seqiiéncia de opera-
¢bdes sdbre a matriz completa A’, obteremos uma matriz R cujas »
primeiras colunas sio as colunas de R e cuja coluna contém certos
escalares z,,..., 2. Os escalares z; s&0 os ¢elementos da m X 1
matriz

Z]

-zm-—
que resulta de se aplicar a seqiiéncia de operacdes sébre as linhas
da matriz Y. Deve ser evidente ao leitor que, como na demonstra-
¢do do Teorema 3, os sistemas AX = Y e RX = Z sho equivalen-
tes e portanto admitem as mesmas solugdes. E bem fécil saber se
o sistema RX = Z possui solugdes e em caso afirmativo determinar
todas as solugdes. De fato, se R possuir r linhas ndo-nulas, com o
primeiro elemento néo- nulo da linha / ocorrendo na coluna k;,

i = 1,..., r, entdo as r primeiras equagdes de RX = Z exprimem
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realmente xi, ..., xt. em térmos dos (n — r) x; restantes ¢ dos
escalares zy, ..., z,. As (m — r) udltimas equag¢les sdo

0= e 41

0=2:z,

portanto a condi¢do para o sistema ter uma solugéio é que z; = 0
para i > r. Se esta condigio € satisfeita, tddas as solugbes déste
sistema podem ser determinadas, como no caso homogéneo, atri-
buindo-se valores arbitrdrios a (# — r) dos x; e dai calculando
Xe; por meio da i-ésima equagdo

Exemplo 9. Seja F o corpo dos niimeros racionais e

Slo—2 1
2 1 |
0 5 —I

e suponhamos que se deseje resolver o sistema 4X = Y para certos
y1, y2 € y3. Efetuemos uma seqiiéncia de operagdes sObre as linhas
da matriz completa 4’ que torne A linha-reduzida:
) 1 »n 1 =2 1 Y1

2 1 1 yp|@ o 5 —1 (yz-—Zyl)—‘ @
0 5 —1 yp; 0 5 —1 ys

A =

-1 —2 1 »i
0 5 —1  (p—2) @)
0 0 0 (ya—ye+ 2p)]
C1 =2 1 y1 ~
0 1 —; 10— |3
0 0 0 (y3a—y2+ 20
1 0 3 (1 + 2y2)
0 1 —; (yo—2y1) .
0 0 0 (ys—y2+ 2y1)

A condigdo para que o sistema AX = Y tenha uma solugio € portanto
2y —ye+y3 =0

e se os escalares y; dados satisfazem esta condigéo, tddas as solu-
¢des sAo obtidas atribuindo-se um valor ¢ a x3 e depois calculando

—zic + 1 + 22)
¢ + s(y2 — 2n).

X1
X2
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Facamos uma observagio final sobre o sistema AX = Y. Supo-
nhamos que os elementos da matriz 4 e os escalares yi,..., Vm
estejam num subcorpo F; do corpo F. Se o sistema de equagdes
AX = Y admite uma solugdo com x,,..., x, em F, &le admite
uma solugdo com xi,..., x, em F;. De fato, sGbre qualquer um
dos dois corpos, a condigdo para o sistema admitir uma solugédo
é que valham certas relagdes entre y;, ..., yn» em F; (a saber, as
relagbes z; = O para i > r, acima). Por exemplo, se AX = Y ¢
um sistema de equagdes lineares no qual os escalares y, e A4;; sdo
nimeros reais €, se existe uma solugdo na qual x, ..., x, séo ni-
meros complexos, entdo existe uma solugdo com xy,..., x, nd-
meros reais,

Exercicios

1. Determinar todas as solugdes do seguinte sistema de equagdes. linha-re-
duzindo a matriz dos coeficientes:

;l’l + 2.'(; —_— 6-1‘.‘ - 0

—4x, + 5¢; =0
_3.\.1 + 6.’(, - 13.\'1 - 0
- ;-.\‘, '+' 2X, e ‘;x; b 0

2. Determinar uma matriz linha-reduzida a4 forma em escada que seja equi-

valente a
} —f
A =2 2 .
[

Quais sfdo as solugdes de 4AX = (7

3. Descrever explicitamente tédas as 2 X 2 matrizes linha-reduzidas & for-
ma em escada.

4. Consideremos o sistema de equacdes

x] —  X; + 2x_‘ = 1
2, + 2¢, = 1
x| - 3)(; + 4.\'3 = 2.

Este sistema admite solugio? Em caso afirmativo, descrever explicitamente
todas as solugdes.

5. Dar um exemplo de urmn sistema de duas equagdes lineares a duas incogni-
tas que ndo admite solugio.

6. Seja
"3 —1 2
A=12 1 1]
1l =3 0
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Para que ternas (y,,y.,y;) 0 sistema AX = Y admite solugiio?
7. Seja

3 6 2 —I
—2 41 3
4=1 9 01 1
{ —2 1 0

Para que (y,,y.y;y,) o sistema de equagbes AX = Y admite solugiio?

8. Suponhamos que Re R/, sejam 2 X 3 matrizes linha-reduzidas a forma
em escada e que os sistemas RX = 0 ¢ R°X = 0 admitam as mesmas so-
lugdes. Demonstrar que R = R,

1.5 Multiplicacio de Matrizes

E evidente (ou, de gqualquer modo, deveria ser) que o processo
de formar combina¢des lineares das lmhas de uma matriz é um
processo fundamental. Por esta razido é vantajoso introduzir um es-
quema sistematico para indicar exatamente Gue operagoes devem ser
efetuadas. Mais especificamente, suponhamos que B seja uma n X p

matriz sdbre um corpo F com linhas 8y,..., 8. e que a partir de B
construamos uma matriz C com linhas vi,..., y. formando cer-
tas combinagdes lineares

(134) Yi = Ailﬁl + Afzﬁz + e + Aiuﬁm-

As linhas de C sfio determinadas pelos mn escalarés A.; que sio
os elementos de uma m X n matriz 4. Se (1-4) € desenvolvido como

(C;] e Cfp) = % (Airﬁrl e Aa'rBrp)‘

r=1

vemos que os elementos de C sdo dados por

Ci"j = E‘ A;'rij.
rm=1
Defini¢io. Seja A uma m X n matriz sébre o corpo F e seja B
uma n X p matriz s6bre F. O produto AB é a m X p matriz C cujo
elemento i, e

L]

C;’J = E A{rBrj.

r=1]

Exemplo 10. Eis alguns produtos de matrizes com clementos
racionais.

o By
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Neste caso
yvi=(05—12)=1.(0—1 2)+0.(l_548)
yvo=00 T72)=—3(—12)+4+1.(15428)

0 6 17] 1 07

9 12 —8 —2 3 0 6 1
(b) 12 62 —3| = 54[38—-2

J 8 —2_ 0 1|

Neste caso
yo = (912 —8) = —206 1)+ 33 8 —2)
vy = (1262 —3)= 506 1)+ 43 8 —2)

© 5] - [5 4] [§]
@ |75 o) = |73 e

Neste caso
v2 = (6 12) = 3(2 4)

© 12 4 l 3J — 10}
001 0 [ —5 27 2 3 4

) o0o0|l 2 3al=|0oo0o0
0009 —1 3} loo ol
-l =5 X[ 01 07 [0 1 0

() 2 34| |loool=|0o20
9 —1 3] ]oo ol Joo of

E importanfe observar que o produto de duas matrizes pode -
nio estar definido; o produto € definido se, e somente se, o ni-
mero de coluna da primeira matriz coincide com o ndmerc de li-
nhas da segunda matriz. Assim, ndo faz sentido trocar a ordem dos
fatdres em (a), (b) e (c) acima. Freqiientemente escreveremos produ-
tos como AB sem mencionar explicitamente as dimensdes dos fa-
tores e, em tais casos, estard subentendido que o produto estd de-
finido. De (d), (), (f), (g) vemos que mesmo quando ambos os pro-
dutos AB ¢ BA éstdo definidos ndo € necessariamente verdade que
AB = BA; em.outras palavras a multiplicagio de matrizes ndo
é comutativa.
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Exemplo 11.

(a) Se I é a m X m matriz unidade e 4 € uma m X n matriz,
IA = A,

(b) Se I € a n X n matriz unidade ¢ A ¢ uma m X n matriz,
Al = A.

{c) Se 04~ &€ a k X m matriz nula, 0t = Qt»4, Analoga-
mente, A0 = Om?,

Exemplo 12. Seja A uma m X n matriz sGbre F. Nossa notagido
taquigrifica anterior, AX = Y, para sistemas de equagdes lineares,
é coerente com nossa definigdo de produtos de matrizes. De fato, se

e

X1
X2

Xn_|

com x; em F, entio AX é a m X 1 matriz

_yl -
Yo

[ Vm, ]
tal que y; = Aixi + Aipxe + ... + A;nxa.
A despeito do fato de que um produto de matrizes depende da

ordem em que os fatéres sdo escritos, éle é independente da maneira
pela qual elas sdo associadds, como o préximo teorema mostra,

Teorema 8. Se A, B, C sdo matrizes sébre o corpo F tais que o0s
produtos BC e A(BC) sdo definidos, entdo estdo definidos os produ-
tos AB, (AB)C e

A(BC) = (4B)C.

Demonstragdo. Suponhamos que B seja uman X p matriz. Como
BC estd definida, C é uma matriz com p linhas e BC tem n linhas.
Como A(BC) estd definido podemos supor que 4 é uma m X n
matriz. Assim, o produto 4B existe ¢ ¢ uma m X p matriz, do que
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segue que o produto (4B)C existe. Mostrar que A(BC) = (4B)C
significa mostrar que

[A(BC));; = [(AB)C]y;
para cada i, j. Por definigdo

[A(BC));; = Z AilBC),;

% Air ) Brlclj

22z AirBrlCaj

¥ 2

2z Ai'rBrsCsj

T

Z (2 Ai.B,)C,;

I

= X (4B):.C,;

= [(4B)C]s;.

Quando A € uma n X m matriz (quadrada), o produto A4 estd
definido. Indicaremos esta matriz por A2 Pelo Teorema 8, (4A4)A4 =
= A(AA) ou A*A = AA?* de modo que o produto 4AA estd defi-
nido sem ambigiiidade. Indicaremos &ste produto por A3. Em geral,
"o produto A4 ... A (k vézes) esté definido sem ambigiiidade e

indicaremos &ste produto por A,

Notemos que a relagio A(BC) = (AB)C implica, entre outras
coisas, que combinagdes linearcs de combinagdes lineares das linhas
de C sdo novamente combinaces lineares das linhas de C.

Se B é uma dada matriz ¢ C € obtida de B por meio de uma
operagio elementar s8bre linhas, entfo cada linha de C é uma com-
binagio linear das linhas de B, logo existe uma matriz A tal que
AB = C. Em geral, existem muitas dessas matrizes 4 e, dentre elas
tddas, é conveniente ¢ possivel escolher uma que tenha um nlimero
de propriedades especiais. Antes de passar a isto precisamos intro-
duzir uma classe de matrizes.

Definicio. Uma nXm matriz é dita uma matriz elementar se ela
pode ser obtida da m X mnatriz unidade por melo de uma inica ope-
racdo elementar.
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Exemplo 13. Uma 2 X 2 matriz elementar é necessariamente
uma das seguintes:

0 1] [-1 c] [1 0]
i1 0" |0 1}’ |
(1), ¢ # 0, [(l) 2], ¢ # 0.

Lema. Seja € uma operagdo elementar sébre linhas de matrizes
com p linhas. Seja A uma m X n matriz ¢ B uma p X m matriz. Entdo

C
0

(1—-35) e(B)A = e(BA).
Demonstragao. Indiquemos as linhas de 4 por ay, ..., am, As
linhas vy, ..., v, de C = BA sdo entdo dadas por
(1—6) yi =2 Bijaj.
]

Se a operagdo e é a multiplicacdo de r-ésima linha por ¢ = 0, entdo
a r~ésima linha de e(C) é dada por

(-7 v, = Z cB,a;
J

enquanto vy; = v, para i # r. Por outro lado, se ¢ é uma operagiio
que substitui a linha r pela linha r mais ¢ vézes a linha s, r # s, entio

(1—8) v = ? (B:; + ¢B.)e;

e v; = v: para [ > r. No caso restante, quando e transpde as linhas
re s, temos

‘}’:- = 2 B,,a;

(1-9) ’

v: = 2 B,ja;
J

ey = v: se i é diferente de r e de 5. Considerando (1—7), (1—8) e
(1--9) € evidente que em cada caso

vi = Z e(B)ija;
J
para i =1, ..., p.

Tomando B como sendo a m X m matriz unidade em (1—5)
obtemos

(1—10) o)A = e(A).
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Por ser éste resultado de importéncia fundamental reenunciamo-lo
como segue:

Teorema 9. Seja A uma m X n matriz sébre o corpo F e seja C
uma matriz obtida efetuando-se uma unica operagdo elementar sébre
as linhas de A. Seja E a matriz elementar obtida efetuando-se a mesma
operagdo elementar sébre a m X m matriz unidade. Entdo C = EA.

Corolario. Sejam A ¢ B m X n matrizes sobre o corpo F. Entdo
' B ¢ linha-equivalente a A se e somente se B = PA, onde P é um pro-
duto de m X m matrizes elementares.

Demonstracio. Suponhamos que B = P4 onde P = E, ...
E.E, e as E; sio m X m matrizes elementares. Entio E; A4 ¢ linha-
equivalente a 4 e Ex(E14) € linha-equivalente a EaA. Assim E2E(A
é linha-equivalente a A4; continuando desta maneira, vemos que
(E. ... E|)A ¢ linha-equivalente a A.

Suponhamos agora que B seja linha-equivalente a 4. Sejam
E., E;, ..., E, as matrizes elementares correspondentes a alguma
seqiiéncia de operacdes elementares sobre linhas que levam 4 em
B. Entdo B = (E, ... E1)A.

Exercicios

1. Sejam
2 —t 1 _
A = [1 2 ;] B [_}

Calcular 4BC e CAB.

2, Sejam
1 —1 2 =2
2 01 B =11 3l
13 01 4 4

Verificar diretamente que 4(A48) = A*B,
3. Determinar duas 2 X 2 matrizes 4 distintas tais que 4 = O mas A 0.

4. Para a matriz 4 do Exercicio 2., determinar matrizes elementares E,,
E, ..., E; tais que

C =1 -]

A=

Ey.. . E.EA = |

1 —t
a=|2 2 B=[_':' ‘11]
10

Existe alguma matriz C tal que CA = B?

5. Sejam
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6. Seja A uma m X »n matrize 8 uma nn X k matriz. Mostrar que as colunas
de C = AB sdo combinagdes lineares das colunas de 4. Se a,, ..., an S0
as colunas de 4 € v,,...,vx 580 as colunas de C, entdo

1

]
T" = 2: Br:ﬂr-

rom]

7. Sejam A e B duas 2 X 2 matrizes tais que AB = I, Demonstrar que
BA = ]

8. Se¢ja
- Cyy Cu]
C [ 11 C22

uma 2X2 matriz. Perguntamos quando é possivel encontrar 2 X 2 ma-
trizes A e B tais que C = AB — BA. Demonstrar que tais matrizes po-
dem ser encontradas se e somente se C;, + Ca; = 0.

[.6 Matrizes Inversiveis

Suponhamos que P seja uma m X m matriz que seja um pro-
duto de matrizes elementares. Para cada m X n matriz 4, a matriz
B = PA ¢ linha-equivalente a A4; logo A é linha-equivalente a B e
existe um produto Q de matrizes elementares tal que 4 = QB. Em
particular, isto € vdlido quando 4 é a m X m matriz unidade. Em
outras palavras, existe uma m X m matriz Q, que é um produto de
matrizes elementares, tal que QP = I. Como logo veremos, a exis-
téncia de uma Q tal que QP = I € equivalente ao fato de P ser um
produto de matrizes elementares.

Definic#io. Seja A uma n X n matriz (quadrada) sébre o corpo F,
Uma n X n matriz B tal que BA = 1 e dita uma inversa 3 esquerda
de A; uma n X n matriz B tal que AB = | é dita uma inversa a di-
reita de A. Se AB = BA = 1, entdo B é dita inversivel,

Lema. Se A possui uma inversa & esquerda B e uma inversa &
direita C, entdo B = C.

Demonstra¢do, Suponhamos que BA = [ e AC = [. Entdo
B = Bl = B(AC) = (BA)C = C.

Assim, se A possui uma inversa i esquerda e uma  direita,
A ¢ inversivel e possui uma Wnica inversa bilateral, que mdlcaremos
por A~1 e denominaremos simplesmente a inversa de A,

Teorema 10. Sejam A e B n X n matrizes sébre F.
(a) Se A ¢ inversivel, A=! tambem o0 é e (A=)~ = A.
(b) Se A e B sdo inversiveis, AB também o é e (AB)~1 = B~'A~ 1,
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Demonstracdo. A primeira afirmacgio € evidente pela simetria
da definicdo. A segunda decorre da verificagdo das relagGes

(ABY(B~'A~1) = (B~'A~1)(4B) = I.
Coroldrio. Um produto de matrizes inversiveis é inversivel.
Teorema 11. Uma matriz elementar é inversivel.

Demonstracdo. Seja E uma matriz ¢lementar correspondente 2
operagdo elementar sdbre linhas e. Se e; é a operagdo inversa de e
(Teorema 2) e E; = e(I), entdo

EE, = e(E1)

I

e(er(l)) = I
E\E = ei(E) = ei(e(])) = [
de modo que E ¢é inversivel e E;, = E-1,

Exemplo 14.

0 17 _ [0 1]
(a) 1 0 {1 0
| I I --—c]
(b) o 1] “lo 1
ool 1o
() c 1] 7 |—c 1

(d) Quando ¢ # 0,

i RN ER R ]

Teorema 12. Se A e wma n X n matriz sébre F, as seguintes
" afirmacédes sd@o equivalentes (isto é, tédas verdadeiras ou todas falsas).

(1) A e inversivel.

(ii) A possui uma inversu a esquerda.

(iii) AX = 0 ¢ um sistema de equagdes sem solugdo além da trivial,

(iv) A é um produto de matrizes elementares.

Demonstracio. Demonstraremos as implicagdes (i) — (ii) — (iii)
=+ (iv) — (i). (i) — (ii). Se 4 € inversivel, A=' € uma inversa 2 es-
querda de A.

(ii) — (iii). Suponhamos que P seja uma inversa a esquerda de
Aeque AX = 0. Entio X = IX = (PA)X = P(AX) = P.0 = 0.
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(i11) — (iv). Suponhamos que o sistema de equagoes lineares
homogéneas 4X = 0 ndo possua solugdo nio-trivial. Seja R uma
matriz-reduzida a forma em escada e linha-equivalente a 4, Entdo
R ¢ uma n X n matriz quadrada e RX = 0 nio possui solugGes
X 7 0. Assim, R € a n X n matriz unidade ¢, pelo Coroldrio do
Torema 9, 4 = P onde P € um produto de matrizes elementares.

(iv} — (i). Suponhamos que Ei, Es, ..., Es sejam n X n ma-
trizes elementares tais que 4 = E;Es ... Es. Pelo Teorema 11, cada
E; € inversivel e é evidente que

A~V = E7V ., EF'E7)

Corolario 1. Se A e uma n X n matriz inversivel e se uma se-
qiiéncia de operagdes elementares sébre linhas reduz A a unidade,
entdo aquela mesma seqiiéncia de opera¢des sébre linhas quando apli-
cada a I produz A~

Corolario 2. Uma matriz quadrada com inversa & esquerda ou
a direita é inversivel,

Demonstrag&'o Se A ¢ B sdo n X n matrizes tais que AB = I,
entdo A € uma inversa a esquerda de B, logo B é inversivel, o que
implica B~! = 4 e A~! = (B~1)"! = B,

Corolario 3. Uma n X n matriz A e inversivel se e somente se
0 sistema de equag¢ées AX = X possui uma solugdo X para cada
n X1 matriz Y.

Demonstra¢do. Suponhamos que A4 seja inversivel, Entdo X =
= A™'Y € uma solugiio da equagiio AX = Y.

Suponhamos que AX = Y possua uma solugdo para cada Y.
Seja Y. a i-ésima coluna da # X n matriz unidade. Tomemos X; de
modo que AX; = Y. Se B é a n X n matriz com colunas X;, Xz,

, Xu entdo AB = I; agora o coroldrio anterior se aplica ¢ mos-
tra que B = 41,

Deve-se observar que o Coroldrio 3 mostra que se 4 é n X n
e AX = Y possui uma solugdo para cada Y, entio na verdade
AX = Y possut uma unica solugio para cada Y.

Coroldrio 4. Sejam A e B m X n matrizes. Entio B € linha-
equivalente a A se e somente se B = PA onde P é uma m X m ma-
triz inversivel,

Tomando m = n ¢ fazendo B igual a n X n matriz unidade
obtemos o résuitado que segue.

Coroldrio 5. Uma n X n matriz A € linha-equi va!eme a matriz
unidade se e somente se A é inversivel,
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Corolario 6. Seja A = AjAs, ... Ay, onde A\, ..., A, s8o
n X n matrizes (quadradas). Entdo A é inversivel se e somente se
cada A; € inversivel.

Demonstragdo. J4 demonStramos que o produto de duas ma-
trizes inversiveis € inversivel. A partir disto vé-se ficilmente que se
cada A; € inversivel entdo A € inversivel.

Suponhamos agora que A seja inversivel. Demonstremos pri-
meiro que A; € inversivel. Suponhamos que X seja uma n X 1 ma-
triz e A, X = 0. Entdo AX = (4; ... As-1)A:X = 0. Como A é
inversivel temos X = 0. Desta maneira, o sistema de equagdes A, X = 0
ndo possui solugdes ndo-triviais, portanto, A, é inversivel. Mas en-
tdo Ay ... Ax_1 = AA;! € inversivel. Pela razio anterior A,., é
inversivel, Prosseguindo desta forma, .concluimos que cada A4; é
inversivel,

Gostariamos de fazer um comentdrio final sGbre a resolucio
de equagdes lineares, Suponhamos que A seja uma m X » matriz e
que desejamos resolver o sistema de equagdes AX = Y. Se R é uma
matriz linha-reduzida a forma em escada que € equivalente a A,
entao R = PA, onde P é uma m X m matriz inversivel. As solugdes
do sistema AX = Y sdo exatamente as solugdes do sistema RX =
= PY (=Z). Na prdtica, nfo é muito mais dificil determinar a ma-
triz P do que linha-reduzir 4 a R. De fato, suponhamos que for-
memoes a matriz completa A’ do sistema AX = Y, com escalares
arbitrérios y; ..., y. na dltima coluna. Se agora efetuarmos sdbre
A’ uma seqiiéncia de operagdes elementares sGbre linhas que re-
duza A a R, tornar-se-a evidente o que € a matriz P. (O lejtor deve
consultar o Exemplo 9 onde, em esséncia, aplicamos &ste processo.)
Em particular, s¢ 4 € uma matriz quadrada, &ste processo mostrard
claramente se 4 ¢ inversivel ou ndo e, se 4 fOr inversivel, qual é a
inversa de P. Como )& apresentamos o niicieo de um exemplo déste
tipo de cdlculo, contentar-nos-emos com um exemplo 2 X 2..

Exemplo 15. Suponhamos que F seja o corpo dos niimeros
racionais e
12 —i
=11
Entido
2 —1 yl] (3)[ 3 yz] 2 [l 3 y2 1
[1 3 yd—12 —1 n 9, 0 —7 }’1—2)’2]()

1 3 2 0 30z + 3y
[0- 1 T(ZJ’z — .Vl)] @ [ 1 -1?(2;2 — »1)
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onde se vé claramente que A ¢ inversivel e que

o= )

Deve ter ocorrido ao leitor que fizemos uma longa discussdo
sObre linhas de matrizes ¢ pouco dissemos sdbre colunas. Concen-
tramos nossa atengio sdbre as linhas porque isto pareceu mais na-
tural do ponto de vista de equagdes lineares. Como ndo existe evi-
dentemente nada sagrado sbbre linhas, a discussdo das iltimas se-
¢des poderia muito bem ter sido feita usando-se colunas em vez
de linhas. Se se define uma operagido elementar sdbre colunas e uma
coluna equivaléncia de maneira andloga & operagdo elementar sd-
bre linhas ¢ & linha-equivaléncia ¢ evidente que cada m X n matriz
serd coluna equivalente a uma matriz ‘‘coluna-reduzida & forma em
escada”. Além disso, cada operagido elementar sdbre colunas seréd
da forma A — AE, onde E € uma n X n matriz elementar ¢ assim

por diante.

| uy] b
B R

Exercicios

1. Seja

1 2 1
A=|—1 0 3 5]
1 —2 11

Determinar uma matriz R linha-redvzids &4 forma em escada que seja li-
nha-equivalente a A ¢ uma 3 X 3 matriz inversivel P tal que R = PA.

2. Fazer o Exercicio 1, com

2 0 I
A=|1 =3 —i}]
i1 1

3. Para cads uma das matrizes

2 5 -1 1 —1 2
4 —1 2 3 2 4
6 4 i 0 1 —

usar operagles elementares sdbre linhas para descobrir se ¢ inversivel e,
em caso gfirmativo, determinar a inversa.

4. Seja
50
A=]1 §5 0}
01 5
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Para que X existe um escalar ¢ tal que AX = cX?

5. Suponhamos que A4 seja uma 2 X 1 matriz e que B seja uma 1 X 2 ma-
triz. Demonstrar que C = AB ndo € inversivel.
6. Seja A uma n X n matrnz (quadrada). Demonstrar as duas afirmacgdes
seguintes:

(a) Se A é inversivel e AB = 0 para alguma n X n matriz, entfo
B =90

(b) Se 4 ni#o ¢ inversivel, entdo existe uma n X n matriz B tal que
AB = O mas B = 0,

7. Seja

[ab
A=|c d]

Demonstrar, usando operacdes elementares sdbre linhas, que 4 ¢ inversi-
vel se, e somente se, (ad — bc) = 0,

8. Demonstar a seguinte generalizagio do Exercicio 5. Se 4 é uma m X #
matriz, B é uma n X m matriz e n < m, entio A8 ndio ¢ inversivel.

9. Seja A uma m X n matriz, Mostrar que, por meto de um numero finito
de operacdes elementares sébre linhas e/ou colunas, pode-se passar de A4
a uma matriz R, "linha-reduzida & forma em escada’™ e *“coluna-reduzida
a4 forma emescada”, isto é, R;; = Osei # j, Riy= 1,1 <i<r,Ri;=0
se i > r. Mostrar que R = PAQ, onde P é uma n X m matriz inversivel
e Q é uma n X n matriz inversivel.



CAPITULO 2

ESPACOS VETORIAIS

2.1 Espacos Vetoriais

Em virias partes da matemdtica, defrontamo-nos com um con-
junto, tal que €, ao mesmo tempo, significativo e interessante lidar
com *“‘combinagdes lineares’ dos objetos daquele conjunto. Por exem-
plo, em nosso estudo de equagdes lineares, foi bastante natural
considerar combinagdes lineares das linhds de uma matriz. E pro-
vivel que o leitor tenha estudado célculo e tenha j4 lidado com com-
binagdes lineares de fungdes; isto certamente ocorreu se éle estu-
dou equagdes diferenciais. Talvez o leitor tenha tido alguma expe-
riéncia com vetores no espago euclidiano tridimensional e, em par-
ticular, com combinagbes lineares de tais vetores.

A grosso modo, a dlgebra linear é o ramo da matemdtica que
trata das propriedades comuns a sistemas algébricos constituidos
por um conjunto mais uma nogio razodvel de uma ‘‘combinagio
linear” de elementos do conjunto. Nesta segio definiremos o objeto
matematico que, como a experiéncia mostrou, € a abstragio mais
itil déste tipo de sistema algébrico.

Definicdo. Um espaco vetorial (ou espaco linear) consiste do se-
guinte;

(1) um corpo F de escalares;

(2) um corpo V de objetos, denominados vetores:

(3) uma regra (ou operagio), dita adicdo de vetores, que associa
a cada par de vetores o, § em V um vetor & + 8 em V, denominado a
soma de o ¢ B, de maneira tal que '

(a) a adicdo é comunicativa, « + 8 = 8 + a;
(b)-a adigdo é associativa, a + (B8 + v) = (a + 8) + ¥;

(c) existe um 1nico vetor 0 em V, denominado o vetor nulo,
tal que @ + 0 = a para todo a em V;
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(d) para cada vetor « em V existe um unico vetor — o em V
tal___q_ue a+ (—a) =
(4) uma regra (ou operagio), dita multiplicacdo escalar, que as-
socia a cada escalar ¢ em F e cada vetor o em V um vetor ca em V,
denominado o produto de ¢ por o de maneira tal que

(@A) 1 @« = a para todo a em V;
(b) (c1c2)a = ci(cea);

(©) cla + B) = ca + cf;
(d) (1 + c2)e = cra + coo,

E importante observar, como afirma a definigio, que um espago
vetorial € um objeto composto de um corpo, um conjunto de “‘ve-
tores” e duas operagdes com certas propriedades especiais. O mesmo
conjunto de vetores pode ser parte de diversos espagos vetoriais
(ver Exemplo 5 abaixo). Quando ndo ha possibilidade de confusdo,
podemos simplesmente nos referir ao espago vetorial por V ou,
quando for desejdvel especificar o corpo, dizer que V é um espago
vetorial sobre o corpo F. O nome “vetor” € aplicado aos elementos
do conjunto ¥ mais por conveniéncia. A origgm do nome é encon-
trada no Exemplo ] abaixe, mas ndo se deve emprestar muita impor-
tdncia a0 nome uma vez que a variedade de objetos que aparecem
como sendo os vetores em ¥ podem n3o apresentar muita seme-
Thanga com qualquer conceito de vetor adqumdo a priori pelo leitor.
Tentaremos indicar esta variedade através de uma lista de exemplos;
nossa lista serd consideravelmente ampliada assim que iniciarmos
o estudo de espagos vetoriais,

Exemplo 1. O espaco das n-uplas, F*. S¢ja F um corpo arbitra-
rio e seja ¥ o conjunto de tddas as n-uplas & = (x1 , X2,..., Xa)
de escalares x; em F. Se 8 = (y1, y2,...,y,) com y; em F, a soma
de a e B8 € definida por

(2-1) a+ B8 =(x1+ yi, x2 4 y2,..., Xu + ¥
O produto de um escalar ¢ por um vetor « € definido por
(2-2) cae = (CX1, CX3..., CXp).

O fato de que esta adi¢do de vetores e multiplicagio escalar satis-
fazem as condigdes (3) ¢ (4) € facil de verificar, usando as proprie-
dades semelhantes da adigdo e multiplicagio de elementos de F.

Exemplo 2. O espaco das m X n matrizes sobre o corpo F. Seja
F um corpo arbitrdrio e sejam m e n inteiros positivos. Seja ¥ o
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conjunto de tddas as m X n matrizes sObre o corpo F. A soma de
dois vetores A ¢ B em V ¢ definida por

(2-3) (4 + B);; = Ai; + By
O produto de um escalar ¢ por 4 em V ¢ definido por
(2-4) (cA)i; = cAij

Exemplo 3. O espaco das fungdes de um conjunto em um corpo.
Seja F um corpo arbitrdrio e seja § um conjunto ndo-vazio arbitra-
rio. Seja ¥V o conjunto das fungbes do conjunto S em F. A soma
de dois vetores fe gem V € o vetor f 4 g, isto €, a fungio de § em
F, definida por

(2-5) (f + 8) (5) = fls) + 8(s).
O produto do escalar ¢ pela fungéo f € a fungio ¢f definida por
(2-6) () () = f().

Os exemplos anteriores sdo os casos particulares déste. De fato,
uma n-upla de elementos de F pode ser considerada como uma fun-
¢do do conjunto S dos inteiros 1, ..., n em F. Analogamente, uma
m X n matriz sdbre o corpo F é uma fungio do conjunto S de pares
de inteiros (i,j), 1 <i<m, 1 <j<n, no corpo F. Para &ste
terceiro exemplo indicaremos como se faz para verificar que as ope-
ragdes por nds definidas satisfazem as condig¢des (3) e (4). Para a
adicdo de vetores:

(a) Como a adicio em F é comutativa,
f(5) + g(s) = g(s) + f(9)

para cada s em §, portanto as fungdes f + g e g 4 f sdo idénticas.
(b) Como a adi¢Bo em F € associativa,

J(s) + (g(s) + Ms)] = f(s) + g(s) + h(s)

para cada s, portanto £+ (g + h) e (f + g) + k sd0 a mesma
funggo. _

(c) O dnico vetor nulo € a fungdio nula que associa a cada ele-
mento de § o escalar 0 em F.

(d) Para cada f em V, (—f) é a fungdo dada por
(=) (&) = —f6).

O Jeitor deverd achar fécil verificar que a multiplicagiio escalar sa-
tisfaz as condigdes de (4), fazendo como fizemos para a adigdo de
vetores.
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Exemplo 4. O espaco das fungdes polinomiais sébre um corpo F.
Seja F um corpo e seja ¥ o conjunto das fungdes f de F em F que
sio da forma

(2-7) JX)=co+ ax+ ...+ cx*

onde co, €1, ..., ¢» 530 escalares fixos em F (independentes de x).
Uma fungio déste tipo é denominada uma funcilo polinomial sébre
F. Sejam a adigio e multiplicagio escalar definidas como no Exem-
plo 3. Deve-se observar aqui que se f ¢ g sdo fungBes polinomiais
e ¢ estd em F, entdo f + g e cf sdo também fungdes polinomiais.

Exemplo 5. O corpo C dos niimeros complexos pode ser con-
siderado como um espago vetorial sdbre o corpo R dos niimeros
reais. De maneira mais geral, seja F o corpo dos nimeros reais, e
seja ¥ o conjunto das n-uplas a = (x1,..., Xa) onde xi,..., X,
sdo niimeros complexos. Definamos a adigio de vetores ¢ a multipli-
caglo escalar por (2—1) e (2—2), como no Exemplo 1. Desta forma
obtemos um espago vetorial sébre o corpo R que € bem diferente
do espago C* e do espago R™.

H4 alguns fatos simples que decorrem quase imediatamente da
definicio de um espago vetorial e que passamos a deduzir. Se ¢ ¢
um escalar e 0 é o vetor nulo, entdo, por (3) (c) e (4) (c),

0 = (0 + 0) = 0 + 0.
Somando —{(c0) e usando 3(d) obtemos

(2-8) c0 = 0,
Analogamente, para o escalar 0 e qualquer vetor a temos que
(2-9) Oa = 0,

Se ¢ € um escalar n&o-nulo e « € um vetor tal que c « = 0, entdo
por (2-8), ¢~ (ca) = 0. Mas

clea) = (cTlc)a = la =«

logo, & = 0. Assim, vemos que se ¢ € um escalar e a um vetor tal
que ce = 0, entdo ¢ € o escalar nulo ou & € o vetor nulo.
Se « é um vetor arbitrario em V, entdo

0=0=(01—Da=1la+ (—a=a+ (—l)
do que segue que
(2-10) (—Da = —a.
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Finalmente, as propriedades associativa e comutativa da adigdo de
vetores implicam que uma soma envolvendo um certy nimero de
vetores € independente da maneira pela qual éstes vetores sio com-
binados ou associados. Por exemplo, se a1, as, a3, a4 530 vetores
em ¥V, entdao

(a1 + a2) + (a3 + a4) = [az + (o1 + a3)] + a4
e esta pode ser escrita sem confusao como
| ar + a2 + a3 + .

Definicio. Um vetor 8 em V € dito uma combinacfio linear dos
vetores wi, ..., o, em Y se existem escalares ¢, ..., ¢, em F tais
que

B8 =rciey + ...+ Cucn
. .
= EC‘.‘O!{.
I=1

QOutras extensdes da propriedade associativa da adi¢do de ve-
tores ¢ das propriedades distribuitivas (4) (¢} e (4) (d) da multipli-
cagdo escalar aplicam-se a combinagdes lineares:

=z oy + %d,'a,' = Z (C.: + di)ai

fwm] i=1 L |

L i
¢ 2o = 2 (ccilai.
im] I |

Certas partes da élgebra linear sdo intimamente relacionadas
com a geometria. A prépria palavra “espago” sugere algo geomé-
trico, como o faz a palavra ‘‘vetor” 4 maioria das pessoas. A me-
dida que prossigamos nosso estudo de espagos vetoriais, o leitor
observard que grande parte da terminologia possui uma conotagio
geomeétrica. Antes de concluirmos esta secio introdutdria sbbre es-
pagos vetoriais, seria bom discutirmos a relagio dos espagos veto-
riais com a geometria até um ponto que indique pelo menos a ori-
gem do nome ‘“‘espago vetorial”. Esta serd uma discussdo breve ¢
intuitiva,

Consideremos o espago vetorial R3. Na geometria analitica,
identificamos as ternas (x;, x2, x3) de nimeros reais com os pontos
do espago euclidiano tridimensional. Naquele contexto, um vetor é
usualmente definido como sendo um segmento de reta orientado
PQ, que vai de um ponto P do espago a outro ponto Q. Isto signi-
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fica uma formulagdo cuidadosa da idéia da “flecha™ de P a Q. Da
forma como os vetores sdo usados, pretende-se que Eles sejam deter-
minados por seu comprimento, direcdo e sentido. Assim, é neces-
sdrio identificar dois segmentos de reta orientados se &les tém o
mesmo comprimento, direggo e sentido.

O segmento de reta orientado PQ, que vai do ponto P = (x|,
X2, X3) a0 ponto Q = (y, ys, y3), tem 0 mesmo comprimento, di-
recdo ¢ sentido que o segmento de reta orientado que vai da ori-
gem O = (0, 0, U) ao ponto {(y1 — X1, Y2 — Xz, Vs — X3). Além
disso, éste € o unico segmento que emana da origem e tem O mes-
mo comprimento, dire¢do e sentido gque PQ. Assim, se resolvermos
estudar apenas os vetores que emanam da origem, existe exata-
mente um vetor associado a cada comprimento, diregio e sentido
dados.

O vetor OP. que vai da origem a P = (x;, X2, x3), ¢ comple-
tamernite determinado por P, portanto é possivel identificar &ste vetor
com o ponto P. Em nossa definigdo do espago vetorial R2, os veto-
res sdo0 definidos como sendo simplesmente as ternas (x;, xz, Xz).

Dados pontos P = (x1, x2, x3) € @ = (31, y2, y3), a definigdo
da soma dos vetores OP e OQ pode ser dada geomeétricamente. Se
os vetores ndo sdo paralelos, entdo os segmentos OP e OQ deter-
minam um plano e éstes segmentos sdo dois dos lados de um para-
lelogramo naquele plano (ver Figura 1). Uma diagonal déste para-

S(X; + Y1, X2 +¥2, X3 + ¥a)

™~
AN
~
N
/ P(X1, X2, X3)
0 //

Q(YII yzr Y3)

Figura 1
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lelogramo estende-se de O a um ponto S ¢ a soma de OP e OQ ¢
definida como sendo o vetor OS. As coordenadas do ponto § sfio
(x1 + y1, x2 + yo, x3 + y3), logo esta definigdo geométrica da
adigdo de vetores € equivalente 2 definigio algébrica do Exemplo 1.

A multiplicagdo escalar tem uma interpretagdo geométrica mais
simples. Se ¢ € um nimero real, entdo, o produto de ¢ pelo vetor
OP ¢ o vetor que parte da origem, tem comprimento |c| vézes o0
comprimento de OP, mesma dire¢do que OP e um sentido que con-
corda com o de OP se ¢ > 0 e € oposto ao de OF se ¢ < 0. Esta
multiplicagio escalar produz exatamente o vetor OT onde T = (cx,
cxz, ¢x3) ¢ é portanto compativel com a defini¢do algébrica dada
para R3,

De vez em quando, o leitor provavelmente achard atil *“pensar
geométricamente” sdbre espagos vetoriais, isto €, desenhar figuras
para uso préprio para ilustrar € motivar algumas idéias. Na ver-
dade deve fazer isto. Contudo, ao fazer tais ilustragdes, deve ter em
mente que, por estarmos tratando de espagos vetoriais como siste-
mas algébricos, tddas as demonstragdes que fizermos serdo de na-
tureza algébrica,

Exercicios

1. Se F ¢ um corpo, verificar que F* (tal como definido no Exemplo 1) ¢
um espago vetorial sébre o corpo F.

2. Se ¥V é um espago vetorial sébre o corpo F, verificar que
e tad + oy +a) =[x + {a; + ad] + o

para todos vetores ay, a,, a; € a, em V.

3, Se C ¢ o corpo dos niimeros complexos, quais vetores em C? sdo combi-
nacdes lineares de (1, O, —1), (0, I, 1} e (1, 1, 1)?

4. Seja ¥ o conjunto de todos os pares (x, ») de niimeros reais e seia F o
corpo dos numeros reais. Definamos

(x1 J’) + (x.'h yl) b (x + xl! y + yl)
c(x, ») = (cx, y}

¥, com estas operag¢des, € um espago vetorial sdbre o corpo dos nimeros reais?

5. Seja V o conjunto de todos os pares (x, y) de nimeros reais e seja F o
corpo dos nimeros reais. Definamos

(x. ) + (x4, Y} = 3y + Iy, — x — 1)
cox, ) = (Icy, —cx).

r

Verificar que ¥, com estas operagdes, ndo € um espago vetorial sébre o
corpo dos mimeros reais.
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2.2 Subespacgos

Nesta se¢do introduziremos alguns conceitos bésicos no estudo
dos espagos vetoriais,

Definiciio. Seja V um espago vetorial sobre o corpo F. Um sub-
espaco de V é um subconjunto W de V que é wm espago vetorial
sébre F com as operagdes de adigdo de vetores e multiplicagéo esca-
lar de V.

Uma verificagdo direta dos axiomas para um espago vetorial
mostra que o subconjunto W de ¥ € um subespago se para todos
aefBem W o vetor a + B esta ainda em W; o vetor nulo estd em
W, para todo a em W o vetor (—a) estd em W; para todo a em W
e todo escalar ¢ o vetor ¢ o estd em W. A comutatividade e associa-
tividade da adigiio de vetores ¢ as propriedades (4) (@), (b), (¢c) ¢
(d) da multiplicagdo escalar n@o precisam ser verificadas, uma vez
aue sdo propriedades das operagdes em V, Podemos simplificar
ainda mais as coisas. '

Teorema 1. Um subconjunto ndo-vazio W de V é um subespago
de V se, e somente se, para cada par de vetores o, 8 em W e cada es-
calar c em F, o vetor ca + B estd em W,

Demonstracdo. Suponhamos que W seja um subconjunto ndo-
-vazio de V tal que ¢ a + 8 pertenga a W para todos os vetores
a, B em W e todos escalares ¢ em F. Como W é ndo-vazio, existe
um vetor p em W, logo (—1) p + p = 0 estd em W. Entio se a
¢ um vetor arbitrario em W e ¢ um escalar arbitrdrio, o vetor ca
= ca-+ 0 estd em W. Em particular (-—1)a = —a estd em W.
Finalmente se a e B estio em W, entdioa + 8 = 1 a + B estd em
W. Assim, W é um subespago de V,

Reciprocamente, se W € um subespago de V, a € 8 estio em
W e ¢ é um escalar, certamente ¢ a -+ 8 estd em W.

Exemplo 6.

(a) Se ¥ € um espago vetorial arbitrdrio, ¥ é um subespago de
V, o subconjunto constituido sdmente pelo vetor nulo é um sub-
espago de ¥V, denominado o subespaco nulo de V.

(b) Em F*, o conjunto das n-uplas (x1,..., x,) com x; = 0
¢ um subespago: contudo, o conjunto das n-uplas com x; = | + x»
- ndo é um subespago (n > 2).

(c) O espago das fungdes polinomiais sdbre o corpo F € um
subespaco do espago de tddas as fungBes de F em F,
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(d) Uma n X n matriz (quadrada) 4 s6bre o corpo F € simé-
trica se A,;; = A,; para todos i ¢ j. As matrizes simétricas formam
um subespago do espago de tddas as n X n matrizes sGbre F.

(¢} Uma n X n matriz (quadrada) A s8bre o corpo C dos nu-
meros complexos € hermitiana (ou auto-adjunta) se

A = A

para todos j, k, sendo que a barra indica conjugacdo complexa.
Uma 2 X 2 matriz ¢ hermetiana se ¢ somente se € da forma

[ z x-l-i_v:l
X — iy w

onde x, y, z ¢ w si0 nimeros reais. O conjunto de tddas as matrizes
hermitianas ndo é um subespago do espago de todas as n X 7 ma-
trizes sdbre C. De fato, se 4 € hermitiana, todos os elementos Ay,
Ass, . .., de sua diagonal sio niimeros reais mas os elementos dia-
gonais de i4 em geral ndo sdo reais, Por outro lado, verifica-se fa-
cilmente que o conjunto das # X n matrizes hermitianas complexas
é um espago vetorial sébre o corpo R dos nimeros reais (com as
operagdes usuais),

Exemplo 7. O espaco-solucio de um sistema de equacdes linea-
res homogéneas. Seja A uma m X n matriz sobre F. Entdo o con-
junto de tddas as n X 1 matrizes - (colunas) X sObre F tais que
AX = 0 é um subespago do espago de tddas as n X | matrizes
sGbre F. Para demonstrar isto precisamos mostrar que A(cX + Y} =0
para AX = 0, AY = O e ¢ um escalar arbitrdrio em F. Isto decorre
imediatamente do seguinte fato geral:

Lema, Se A é uma m X n matriz sébre F e B, C sdo n X p
matrizes sobre F, entdo

(2-11) A(dB + (") = d(AB) + AC
para todo escalar d em F.
Demonstracdo. [A(dB + CO));; = Z AuldB + C,;
k

= 3 (dA;‘kBkj + Aikck:’)
k
= dZ AubB; + E AiCyj)
k

= d(AB);; + (AC);;
= [d(4B) + AC);
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Analogamente, pode-se mostrar que (dB + C)4 = d(BA) + CA,
se as somas e produtos de matrizes estdo definidos.

Teorema 2. Seja V um espago vetorial sébre o corpo F. A inter-
se¢do de uma colegdo arbitrdria de subespacos de ¥ é um subespago
de V.

Demonstracdo. Seja { W.} uma colegdo de subespacos de V¥ e
seja W = M\ W, a sua interse¢do. Recordemos que W ¢ definido

como sendo o conjunto dos elementos pertencentes simultdneamente a
W, (ver Apéndice). Como cada W, ¢ um subespago, todos contém
o vetor nulo. Assim o vetor nulo estd na intersecio W e W é niéo
vazio, Sejam a e 8 vetores em W e seja ¢ um escalar. Pela definigio
de W, tanto a como g pertencem a cada W, e, como cada W, é
um subespago, o vetor (c « + 8) estd em todo W,. Assim, (¢ a + 8)
estd em W. Pelo Teorema 1, W é um subespago de V.

Do Teorema 2 decorre que se S € uma colegiio arbitrdria de
vetores em V, entdo existe um menor subespago de V que contém
S, isto €, um subespago que contém S e que estd contido em todos
os outros subespagos que contém S,

Definicio. Seja S um conjunto de vetores num espaco vetorial V.
O subespaco gerado por S é definido como sendo a intersecio W de
todos os subespacos de V que contém S. Quando S é um conjunto fi-
nito de vetores, S = {m, a2y 40 o 4O }, denominaremos W simples-
mente o subespaco gerado pelos vetores oy, a2, ..., an.

Teorema 3. O subespaco gerado por um subconjunto ngo vazio S
de um espago vetorial V é o conjunto de tédas as combinagdes lineares
de vetores em S,

Demonstracio. Seja W o subespago gerado por S. Entilo, cada
combinagio linear .
a = X1 + X202 + ...+ Xmctm

de vetores a;. az, . . ., am em S evidentemente estd em W, Assim, W
contém o conjunto L de tddas as combinagdes lineares de vetores
em S. O conjunto L, por outro lado, contém S e é ndo vazio. Se
a, B pertencem a L, entdo a é uma combinagdo linear,

a = XL + xeaz + ...+ XmQm
de vetores a; em S ¢ 8 € uma combinagdo linear
B=yiB1+ vafa + ... + Yabu

de vetores 8; em S. Para cada escalar c,
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m H

ca + B =£2‘, l(cx;)a; +j2:1y;6,-.
Logo ca + B8 pertence a L. Assim, L ¢ um subespacgo de V.
Mostramos acima que L é um subespaco de V que contém S ¢
também que todo subespago que contém S contém L. Decorre que
L ¢ a intersegio de todos os subespagos que contém S, isto €, que
L é o subespago gerado pelo conjunto S.

Definigio. Se Si, Si,...,S¢ sdo subconjuntos de um espago
vetorial V, o conjunto de tédas as somas

a1 +az+ ...+ ax
de vetores xi em S; ¢ dito a soma dos subconjuntos Si,S2,..., S, e
é indicado por
Si+ 8+ ...+ 8
ou por
z S.

fw |
Se W), Wa, ..., W, sio subespagos de V, entdo vé-se facil-
mente que a soma
W+ Wi+ W+ ...+ W,
¢ um subespago de ¥V que contém cada um dos subespagos W..

Disto decorre, como na demonstragdo do Teorema 3, que W € o
subespago gerado pela reunifio de Wy, W, ..., W,.

Exemplo 8. Seja F um subcorpo do corpo C dbs nimeros com-
plexos, Suponhamos que

x] = (l: 29 0: 3! 0)
az =~ (09 0; ls 43 0)
az = (0, 0, 0, 0, 1).

Pelo Teorema 3, um vetor « estd no subespago W de F3 gerado por
aj, oz, agz $&, ¢ sOmente se, existem escalares ¢y, cs, ¢3 em F tais que

a = cla; + Ccaaz + Cias.
Portanto, W consiste de todos os vetores da forma
a = {c1, 2¢c1, ¢2, o1 + deg, ¢3)

onde ¢, ¢z, cs sA0 escalares arbitririos em F. W pode ser descrito
de outra forma como sendo o conjunto de tddas as quintuplas

a = (xls X2, X3, X4, x!)
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com x; em F tais que

X2 2X1
X4 3x; + 4xs.

Assim, (—3, —6, 1, —5, 2) estd em W, enquanto que (2,4, 6,7, 8)
ndo esta,

Exemplo 9. Seja F um subcorpo do corpo C dos numeros com-
plexos e seja V o espago vetorial das 2 X 2 matrizes sdbre F. Seja
W, o subconjunto de ¥ constituido por tddas as matrizes da forma

X y
z 0O

onde x, y, z sao escalares arbitrdrios em F. Finalmente, seja W2 o
subconjunto de V constituido por tddas as matrizes da forma

5 5]
0 y
onde x e y sdo escalares arbitrarios em F. Entdo, W; e W, sdo sub-

espagos de V. Além disso
V = W, + W;

a b] _{a b ¢ 0
[c d] = e 0] * [0 d]'

O subespago W M W consiste de tddas as matrizes da forma
[ x O].
0 0

Exemplo 10, Seja 4 uma m X n matriz sbbre um corpo F. Os
vetores-linhas de A4 sdo os vetores em F~ dados por a; = (Au,. ..,
A, i =1,..., m. O subespago de F" gerado pelos vetores-li-

nhas de A é denominado o espago-linha de A. O subespago considerado
no Exemplo 8 é o espago-linha da matriz

1 2030
A=|001 4 0]
00001

Ele também é o espago-linha da matriz
1 2 0

pois

3
4
0
8

|

Lo

CLCDO
— )
I

c-—oc:‘

| I———
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Exemplo 11. Seja V o espago das fungbes polinomiais sdbre F.
Seja S o subconjunto de V constituido pelas fungdes polinomiais

So, N, fo, . .., definidas por
fulx)=x"n=20,1, 2,...

Entdo V é o subespago gerado pelo conjunto S.

Exercicios

1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores & = (a,,..., a,) em R* sdo
subespagos de R*? (n > 3)

(a) todos a tais que a, > 0;

(b) todos a tais que o, + 3a, = a,;
() todos o« tais que g4, = a?;

(d) todos « tais que ¢4, = 0

(e) todos « tais que X a, seja racional.

2. Seja V o espago vetorial (real) de tddas as fungdes fde R em R. Quais
dos seguintes conjuntos de fungGes séo subespagos de ¥

(a) todas f tais que f{x7) = f(x?);

(b) tédas f tais que f(0) = f();

(c) todas f tais que f(3) = | + f(—5);
(d) tddas f tais que f(—1) = O;

(e) tddas f que sdo continuas.

3. O vetor (3, —1, 0, —I) estd no subespago de R+ gerado pelos vetores
2, —1, 3, 2), (—I, 1, 1, —-N el 1, 9, —5)7
4. Seja W o conjunto de todos os (x,, x,, x;, X, X;) em R® que satisfazem

2 — x, 4+ I, — x, =0
X3 +—:x_; —_— Xy = 0
9x:_"3x1+613“3x.¢"‘“3x5 =0.

Determinar um conjunto finito de vetores que gere W.

S. Seja F um corpo e seja # um inteiro positivo (i > 2). Seja V o espago
vetorial das # X n matrizes sdbre F. Quais dos seguintes conjuntos de ma-
trizes A em V sdo subespagos de V7

(a) tddas A inversiveis;

(k) tddas A ndo-inversiveis;

(c) tddas A tais que AB = BA, onde B é uma certa matriz fixa em V;
(d) todas A tais que 47 = A,

6. (a) Demonstrar que os iinicos subespagos de R: sio R? e o subespago
nulo,

(b) Demonstrar que um subespago de R? ou é R?, ou ¢ o subespago
nulo ou entdo consiste de todos os muiltiplos escalares de um certo vetor
fixo em R (O nltimo tipo de subespago é (intuitivamente) uma reta pela
origem.)

(¢) Vocé € capaz de descrever os subespagos de R3?

7. Sejam W, e W, subespagos de um espago vetorial ¥ tais que & reunido
de W, e W, também seja um subespago. Demonstrar que um dos espacos
W, estd contido no outro.
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8. Seja V o espago vetorial das fungdes-de R em R; seja ¥, o subconjunto
das fungdes pares, f(—x) = f(x); seja V; o subconjunto das fun¢des im-
pares, f(—x) = — f(x).

(a) Demonstrar que ¥, e V, sio subespagos de V.

(b) Demonstrar que V, + V; = V.

(¢) Demonstrar que F, N\ Vi = {0}

9, Sejam W, e W, subespagos de um espago vetorial ¥ tais que W, + W, = ¥

eW.M W, = {0} Determinar que para cada vetor « em V existem ve-
tores bem determinados a; em W, e a. em W, tais que a = a; + a..

2.3 Bases e Dimensao

Passamos agora 4 tarefa de atribuir uma dimensdo a certos
espagos vetoriais. Apesar de associarmos usualmente “dimensdo”
a algo geométrico, precisamos encontrar uma definicio algébrica
adequada da dimensio de um espago vetorial. Isto serd feito atra-
vés do conceito de uma base para O espago.

Definicfio. Seja V um espago vetorial sébre F. Um subconjunto
S de V ¢ dito linearmente dependente (ou, simplesmente, dependente)
se existem vetores distintos a1, az, ..., an em S e escalares ¢, co,
..., cn em F, ndo todos nulos, tais que

ci1o + Coon + ... + Calty = 0.

Um conjunto que néo é linearmente dependente é dito linearmente inde-
pendente. Se o conjunto S contém apenas um nimero finito de vetores
a1, az, ..., o dizemos, 4s vézes, que ay, oz, . .. ,an sdo dependentes
(ou independentes) em vez de dizer que S é dependente (ou independen-
te). Decorrem facilmente da definicdo as conseqiiéncias seguintes:

(a) Todo conjunto que contém um conjunto linearmente depen-
dente é linearmente dependente,

(b) Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente é
linearmente independente.

(c) Todo conjunto que contém o vetor nulo é linearmente depen-
dente, pois 1 . 0 = 0.

(d) Um conjunto S de vetores é linearmente independente se €
somente se todo subconjunto finito de S é linearmente independente,
isto é, se e somente se para quaisquer veiores distinlos ai, ..., an
em S ciay + ...+ caan = 0 implica que cada c; = 0.

Exemplo 12. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros com-
plexos. Em F3 os vetores

) ( 39 0) ‘"_3)
ag = (—I1, 1, 2)
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sdo linearmente dependentes, pois
200 + 202 — a3 + 0.a4 = 0.

Os vetores
= (1, 0, 0)
=0, 1,0
= (0, 0, 1)

sio linearmente independentes.

Definicio. Seja V um espago vetorial. Uma base de V é um con-
junto linearmente independente de vetores em V que gera V.

Exemplo 13. Seja F um corpo ¢, em F,, seja S o subconjunto

constituido dos vetores e, e, ..., €& definidos por

€1=(1’ 0& Oa- 90)

€2 =(0, 1) Os-- 30)

€ = (Os 03 0: 3 l)
Sejam xi, X2,..., X, escalares em F e coloquemos a = x;¢ +
4+ x0e3 + ...+ x.¢.. Entdo
(2-12) a = (X1, X2,..., Xn)
Isto mostra que ¢, ..., ¢, geram F*. Como a = 0 se e sdmente se
X1 = X2 = ...= X =0, 05 vetores e, ..., e sio linearmente
independentes. O conjunto S = f{e1,..., e} € portanto uma base

de F*. Denominamos esta base particular a base candnica de F*.

Exemplo 14. Seja F um subcorpo do corpo dos niimeros com-
plexos. Usando a notagdo do Bxemplo 11 consideraremos o subes-
pago ¥ do espago das fungBes polinomiais sdbre F que € gerado pelas
fungdes fo, f1, f2. Suponhamos que co, ¢1, c2 sejam escalares em F
tais que

cofo + cifi + c2fe = 0

Isto sign'ifica que para cada x em F,

co + c1x + c2x? = 0.
Tomando x = 0, vemos que ¢g = O e, fazendo x = 1 e x = —1,
obtemos as equagdes

0
0.

C1 + C2
—c1 + ¢2
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Somando e subtraindo, concluimos que 2c2 = 0 e 2¢y = 0, donde
concluimos que ¢, = 0 e c2 = 0. Assim as fungdes fo. f1, f2 sdo li-
nearmente independentes e formam uma base de V. Posteriormente,
mostraremos que o conjunto infinito constituido por tédas as fun-
goes fn, n =0, 1, 2,..., é uma base do espago de tédas as fun-
¢Oes polinomiais sdbre F. Quando houvermos feito isto, teremos um
exemplo de uma base infinita para um espago vetorial, Notemos

que, apesar de
{fﬂs fl, f2, f:i, .. }

ser um conjunto infinito que € uma base para o espaco das fungdes
polinomiais sdbre F, isto ndo quer dizer que estejamos considerando
combinagGes lineares infinitas, Cada fungio polinomial serd uma
combinagfio linear de um certo nimero finito das fungdes f,.

Teorema 4. Seja V um espago vetorial gerado par um conjunto
finito de vetores B1, B2,..., Bm. Entdo, todo conjunto independente
de vetores em YV é finito e contém no mdximo m elementos.

Demonstragap. Para demonstrar o teorema basta mostrar que
todo subconjunto S de V que contém mais de m vetores é linear-
mente dependente. Seja § um tal conjunto. Em § existem vetores
distintos oy, a2,..., ax com 1 > m, Como Bi,..., Bn geram V
existem escalares A4,; em F tais que

a; = X Ai;b.
L=

Para n escalares arbitririos x;, xe2, ..., X, temos

n
X101 + + Xnly = p> Xiog
i=1

H HE
= ¥ x; 2 Ai;f:
FJ=1 f=1
n m )
= I 2 (Aix)8:
Im ] i=]

= Z Z:As,'x,-)ﬁ.'.
i=lNf=}

Como n > m, o Teorema 6 do Capitulo 1 implica que existem esca-
lares x), x2,..., x» ndo todos nulos, tais que

SAdix; =0, 1<i<m.

f=1]
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Logo, xian + x2a2 + ... + xwax = 0. Isto mostra que S é um
conjunto linearmente dependente.

DefinicBo. Um espaco vetorial V é de dimens#io finita se éle pos-
sui uma base finita.

Corolario 1. Se V é um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo
duas quaisquer bases de V tém o mesmo numero ( finito) de elemensos.

Demaonstragdo. Sendo de dimensdo finita, ¥V possui uma base
finita
_ {ﬁl& |82s-‘-s ﬁm}-
Pelo Teorema 4, toda base de V € finita e contém no méximo m
elementos, Assim, se {ai, a2,..., a,} é uma base, » < m. Pela
mesma razdo, m < »n. Logo m = n.

Definicio. Se V é um espaco vetorial de dimensdo finita, a di-
mensfio de V é definida como sendo o nimero de elementos de uma
base de V. Indicaremos a dimensdo de um espago vetorial V de dimen-
sdo finita por dim V.

Exemplo 15. Se F é um corpo, a dimensio de F* é n, pois a
base candnica de F" contém »n vetores.

Corolario 2. Seja V um espago vetorial n-dimensional. Entdo

(a) todo conjunto de vetores em V que contém mais de n vetores
¢ linearmente dependente.

(b) nenhum conjunto contendo menos de n vetores pode gerar V.

Lema. Seja S um subconjunto linearmente independente de um
espaco vetorial V. Suponhamos que B seja um vetor em V gque ndo
esteja no subespago gerado por S. Entdo o conjunto obtido acrescen-
tando-se B a S é linearmente independente.

Demonstracdo. Suponhamos que ay, ..., an sejam vetores dis-
tintos em S ¢ que

Ci10 + -|—C,,.am + bﬁ = 0,
Entao b = 0, caso contririo

8 = %)a;-ﬁ-...-}-("-ff)am

¢ B estaria no subespago gerado por S. Assim, cjo1 + ... +
+ Cnam = 0, € como S € um conjunto linearmente independente,
cada ¢; = 0.
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Teorema 5. Se W ¢é um subespaco de um espaco vetorial V de
dimensdo finita, todo subconjunto de W que é linearmente indepen-
dente é finito e ¢ parte de uma base (finita) de W.

Demonstragdo. Suponhamos que Sy seja um subconjunto de W li-
nearmente independente. Se S é um subconjunto de W linearmente
independente contendo Sy, entdo S também é um subconjunto de W
linearmente independente ; como V ¢ de dimensfo finita, S contém no
maximo dim V elemeritos. Portanto, existe um subconjunto S de W
linearmente independente que é maximal e contém S,. Como S é
um subconjunto de W linearmente independente e maximal conten-
do So, o tema anterior mostra que W é o subespago gerado por S.
Logo, § ¢ uma base de W e o conjunto original Sy é parte de uma
base de W.

Coroldrio 1. Se W é um subespaco préprio de um espaco vetorial
V de dimensdo finita, entdo W é de dimenséo finitae dm W < dm V.

Demonstracdo. Podemos supor que W contém um vetor a = 0.
Pelo Teorema 5 e sua demonstragio, existe uma base de W que
contém « ¢ no maximo dim V elementos. Logo W & de dimensio
finita ¢ dim W < dim V. Como W ¢é subespago préprio, existe
um vetor 8 em V que nZo estd em W. Acrescentando 8 a uma base
arbitrdria de W obtemos um subconjunto de V linearmente inde-
pendente. Portanto dim W < dim V.

Corolario 2. Num espaco vetorial V de dimensio finita todo con-
Junto ndo-vazio de vetores linearmente independentes é parte de uma
base.

Corolario 3. Seja A uma n X n matriz sébre um corpo F e supo-
nhamos que os vetores-linhas de A formem um conjunio de vetores
de F linearmente independentes. Entdo A é inversivel.

Demonstracdo. Sejam a, a3, ..., a, 05 vetores-tinhas de A e
suponhamos que W seja o subespago de F” gerado por ay, ag, . . . a,.
Como ay, ay,..., a, sdo linearmente independentes, a dimensdo
de W € n. O Corolario 1 mostra agora que W = F", Logo, existem
escalares B,;, em F tais que

& = Z B.',-aj, IS :Sn
i=1

onde {e1, €2, ..., e} € a base candnica de F*. Portanto, para a
matriz B com elementos B;;, temos

BA = I
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Teotema 6. Se W, e. Wy sdo subespagos de dimensdo finita de
um espaco vetorial V, entdo W, + Wq é de dimensdo finita e

dim W; + dim W, = dim (W) N Wa) + dim (W, + Wa).

Demonstracdo. Pelo Teorema 5 e seus caroldrios, W, M W, tem

uma base finita {a;,..., ax} que é parte de uma base
far,..., & B1,.... Bn} de W,

e parte de uma base
{as,eees Bes Y15y Yn} de Wa.

O subespago W, + W, é gerado pelos vetores

Qiy . sy Ry 519“'561'1! Yiy o v s Y1

e &stes vetores formam um conjunto indépendente. De fato, supo-
nhamos que

Z Xt + E}’;ﬁj + 2z, = 0.
Entao
— 2 z,¥, = 2 X + 2 y;B;

0 que mostra que Z z,v, pertence a W,. Como Z z,y, pertence
também a W, segue que

z 2%, = 2 cioy
para certos escalares c, ..., ¢ Por ser o conjunto
far, ..o a6 M5 7,.}
independente, cada um dos escalares z, = 0. Portanto,
Zxia, + ZyiB; =0
e como

{alr"-s A,y ﬁls- ty ﬁm}

também ¢é um conjunto independente, cada x; = 0 e cada y; = 0.
Assim, :

{al’-tos Ok, ﬁl’-O-s ﬁm: Yis°°')Tn}
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é uma base de W; + W.. Finalmente

dim W, + dim We = (k + m) + (k + n)
k+ (m+ ki ny
dim (W1 N W3) + dim (W, + W),

Exercicios

1. Demonstrar que, se dois vetores sfio lincarmente dependentes, um déles
¢ um multiplo escalar do outro.

2. Os vetores

oy = (1‘ l) 2: 4} - P (2, "'"_Is "'-51 2)
o, = (I, —1, —4, 0) a, = (2,1, 1, 6)

sfio linearmente independentes em R*?

3. Determinar uma base do subespago de R* gerado pelos quatro vetores
do Exercicio 2.

4. Mostrar que os vetores _
o = (]1 0. —I)! o, = (11 zt 1), oy - (0; _"_"'3, 2)

formam uma base de R3 Exprimir cada um dos vetores da base candnica
como combinagdes lineares de o), o € a,.

8. Determinar trés vetores em R3 que sejam linearmente dependentes e tais
que dois guaisquer déles sejam linearmente independentes.

6. Seja V o espago vetorial das 2 X 2 matrizes sdbre 0 corpo F. Demons-
trar que ¥ tem dimensiio 4 mostrando uma base de V' que tenha 4 elementos.

7. Seja ¥ o espago vetorial do Exercicio 6. Seja W, o conjunto das matri-
zes da forma-

v —x
y Z

e seja W. o conjunto das matrizes da forma

a b
| —a €.

(a) Demonstrar que ¥, ¢ W, siio subespagos de V.
(b) Determinar as dimensdes de Wy, W, W, + W,e W, (\ W.

8. Novamente, seja ¥ o espago das 2 X 2 matrizes sébre F. Determinar
uma base {A;, A, A, A4} de V tal que AJ’. = A, para cada j.

9, Seja ¥ um espago vetorial sébre um subcorpo F do corpo dos nameros
complexos. Suponhamos que «, B € v sejam vetores de V linearmente inde-
pendentes. Demonstrar que (a + 8), (8 + v) € (v -+ «)séo linearmente inde-

pendentes,
10. Seja ¥ um espago vetorial sdbre o corpo F. Suponhamos que exista
um nimero finito de vetores «y, ..., a, de V que gerem V. Demonstrar

que V é de dimensdo finita.

11. Seja V o conjunto das 2 X 2 matrizes 4 com elementos complexos sa«
IiSfmﬂdO All + A;; - 0.
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(a) Mostrar que ¥ € um espago vetorial sdbre o corpo dos numeros
reais, com as operagdes usuais de adi¢io de matrizes e multiplicagiio de
uma matriz por um escalar.

(b) Determinar uma base désse espaco vetorial.

(c) Seja W o conjunto de tOdas as matrizes 4 em V tais que
A, = —A,; {(a barra indica conjugagio completa). Demonstrar que W é
um subespago de V' e determinar uma base de W,

12. Demonstrar que o espago das m X n matrizes sdbre o corpo F tem
dimensdo mn, mostrando uma base para éste espago.

13. Discutir o Exercicio 9, para o caso de V ser um espago vetorial sdbre
o corpo formado por dois elementos descritos no Exercicio 5, Secio 1.1 (p. 5).

14. Seja ¥V o conjunto dos nameros reais. Consideremos ¥ como um es-
pago vetorial s8bre o corpo dos nimeros racionais, com as operagdes usuais,
Demonstrar que éste espago vetorial ndo é de dimensio finita.

2.4 Coordenadas

Uma das caracteristicas Uteis de uma base ® de um espago
n-dimensional V € essencialmente que ela nos permite introduzir
coordenadas em V andlogas as ‘“‘coordenadas naturais” x; de um
vetor ¢ = (x1,..., X,) do espago F*. Em assim sendo, as coorde-
nadas de um vetor a de ¥ em relagdo & base ® serdo os escalares
que servem para exprimir « como uma combinagio linear dos veto-
res da base. Assim, gostariamos de considerar as coordenadas na-
turais de um vetor « de F* como sendo definidas por « e pela base
candnica de F*; contudo, ao adotarmos éste ponto de vista preci-
samos ter um certo cuidado. Se

a = (x;,..., x,.)= Z Xi€

e ® ¢ a base candnica de F*, como sdo as coordenadas de o deter-
minadas por ® ¢ a? Uma maneira de formular a resposta € esta: Um
dado vetor o € expresso de maneira tinica como uma combinagdo
linear dos vetores da base candnica, e a i-ésima coordenada x; de
a é o coeficiente de ¢; nesta expressdo. Sob éste ponto de vista po-
demos dizer qual € a i-ésima coordenada, pois temos uma ordenagio
“natural” dos vetores da base candnica, isto é, temos uma regra
para determinar qual €¢ o “primeiro” vetor da base, qual € o “se-
gundo” e assim por diante. Se & é uma base arbitriria do espago
n-dimensional ¥, ndo teremos provavelmente nenhuma ordenagio
natural para os vetores de ® e serd portanto necessirio impormos
uma certa ordem sObre €sses vetores antes de podermos definir
“a i-ésima coordenada de « em relacio a ®&”.

Se § € um conjunto com n elementos, 0 que é uma ordenagio
dos elementos S? Existem muitas definigdes déste conceito, apesar de
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diferirem apenas superficialmente. Adotaremos a seguinte: Uma
ordenacio do conjunto S, de n elementos, é uma fungdo do conjunto
dos inteiros positivos 1, ..., n sdbre o conjunto S. Portanto uma
ordenag@o do conjunto é simplesmente uma regra para nos dizer que
elemento deve ser considerado como o primeiro elemento de S,
que elemento ¢ segundo, etc. Uma base ordenada de um espago
vetorial V de dimens@o finita é uma base ® de V, mais uma cordena-
¢do fixa dos elementos (vetores) de ®. Freqiientemente o que mais
convém ¢ descrever essa base ordenada enumerando os vetores de
® de uma maneira bem definida. Assim, diremos que

B = {a;,. . .}I an}

é uma base ordenada de ¥, se ficar claro qual vetor do conjunto
B8 é o i-ésimo, a;.

Suponhamos agora que V seja um espago vetorial de dimensio
finita sobre o corpo F e que

(B = {3134--1 a]‘l}
seja uma base ordenada de V. Dado a em V, existe uma unica n-upla
{x1,..., xa) de escalares tal que
n
a = I X
i=1
A n-upla ¢é unica, pois, se tivéssemos

n

a == 2§
=}
entdo
n
Z(xi— 2z =0
(=1
¢ a independéncia linear dos a, nos diria que x; — z; = 0 para

cada i. Denominaremos x; a i-ésima coordenada de o« em relaciio &
base ordenada

R = {al,....,an}.
Se
B = Z yi;
i=]

entao
a+ 8 =2+ yiai

im]
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de modo que a i-€sima coordenada de (« + B) em relagdo a esta
base ordenada € (x: + y:). Anialogamente, a i-ésima coordenada de
(ca) € cx;. Devemos também notar que tdda n-upla (x1,..., Xx»)
de F" é a n-upla de coordenadas de algum vetor de ¥, a saber, o
vetor -

Z x:ai.

im=]

Resumindo, cada base ordenada de ¥ determina uma corres-

pondéncia bijetora

a—*(xl,..., xm)

entre o conjunto dos vetores de ¥ e o conjunto das n-uplas de F*,
Esta correspondéncia tem a propriedade de que o correspondente
de (a + B) é a soma em F* dos correspondentes de a e 8, € que
o correspondente de (ca) € o produto em F* do escalar ¢ pelo cor-
respondente de ao. ‘

Poder-se-ia perguntar neste ponto por que nio tomar simples-
mente uma base ordenada de ¥ e descrever cada vetor de V por sua
correspondente n-upla de coordenadas, visto que teriamos entdo a
conveniéncia de operar apenas com n-uplas. Isto faria malograr nosso
objetivo, por duas razdes. Primeiro, como indica a nossa defini¢io
de espago vetorial, estamos tentando aprender a raciocinar com es-
pagos vetoriais como sistemas algébricos. Segundo, mesmo nos casos
em que usamos coordenadas, os resultados importantes decorrem
de nossa habilidade de mudar o sistema de coordenadas, isto é, mu-
dar a base ordenada.

Freqiientemente 0 mais conveniente serd usar a matriz das coor-
denadas de « em relacdio & base ordenada ®:

X1

X =

em vez da n-upla (x1, ..., x,) das coordenadas, Para indicar que
esta matriz de coordenadas depende da base, usaremos o simbolo

[a]m

para a matriz das coordenadas do vetor a em relagio a base orde-
nada ®. Esta notagfio serd particularmente til ao passarmos agora
a descrever 0 que acontece com as coordenadas de um vetor a quan-
do passamos de uma base ordenada a outra.
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Suponhamos entio que V seja n-dimensional e que
(B={alg.-.,an} e (B’={a;,vao,a;}

sejam duas bases ordenadas de V. Existem escalares P;;, bem dei -
minados, tats que

-
(2—13) af = Z Pya;, 1< j< n

i=1
Sejam x{, ..., x. as coordenadas de um dado vetor « em relagio
base ordenada ®'. Entao

a = x] ¥+ ... + X
n
= 2 xjof

Jm]

n "
= Z x} z P.'.,-q;
jm L tm]

a p
=2 2 (P
J=1 t=1

i n
=2( = P,-J-x;) a.

Iwm] J=

Portanto, obtc 10s a relagdo

(2—14) a=3( = P.-,-x;) .
i= 1N =1
Como as coordenadas x1, Xz, ..., X» de @ em relagdo i base orde-
nada ® sdo determinadas de modo unico, decorre de (2—14) que
(2—15) ' X; =X P;j)(j, 1 g lg H.
J =]

Seja P a n X n matriz cujo elemento /, j € o escalar P;; e sejam X
e X’ as matrizes das coordenadas do vetor o em relagéio as bases
‘ordenadas & e ®’. Podemos entio reformular (2—15) como

(2—16) X = PX’

Como ® e ® sio conjuntos linearmente independentes, X = 0 se
e sOmente se X’ = 0. Assim, de (2—16) e do Teorema 7 do Capitulo
1, decorre que P ¢ inversivel. Logo,

(2—17) X' = p-1ix,
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Se usarmos a notagdo acima introduzida para a matriz das coorde-
nadas de um vetor em relagio a uma base ordenada, entdo (2—16)

e (2—17) afirmam que
[alg = Pla)g:
¢ [alg: = PPllalg.
Portanto, a discussdo precedente pode ser resumida como segue.

Teorema 7. Seja V um espago vetorial n-dimensional sébre o corpo
F e sejam ® ¢ ®' duas bases ordenadas de V. Entdo existe uma unica
n X n matriz P, necessariamente inversivel, com elementos em F, tal

gue

(a) [alg = Plalg
(b) [a]m' = P_l[a]m

para todo vetor a em V.
Para completar a analise acima. demonstraremos também o re-

suftado que segue.

Teorema 8. Suponhamos que P seja wma n X n matriz inver-
stvel sébre F. Seja V um espago vetorial n-dimensional sébre F e scja
® uma base ordenada de V. Entdo, existe uma unica base ordena-
da ®' de V tal que

(a) [alg = Plalg-
(b) [alg: = P alg
para todo vetor o em V,
Demonstragdo. Seja ® constitiida pelos vetores ajy, ..., aa. S¢
= {a1, ..., @} é uma base ordenada de V para a qual (a) é vé-

lida, € claro que

af = T Pjja..
fm]

Assim, basta-nos mostrar que os vetores q;, definidos por estas equa-
¢Oes, formam uma base. Seja Q = P-!. Entiio

Z Quoy = 2 Qi T Puai

i b £

Z (T P,Q; ;

) (f "Q”‘) >

= 2: E P,‘* 1 i
(2 P2 -

= .
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Portanto, o subespago gerado pelo conjunto
® = {ai, Ceas a'n}

contém ®, logo é igual a V. Assim, ®' € uma base e, de sua definicio
e do Teorema 7, é evidente que (a) é valida, logo (b) também o é.

Exemplo 16. Seja F um corpo e seja
a = (x;,x2,...,Xn)
um vetor de F*. Se ® é a base ordenada can8nica de F*,
® = {el, ceey e,.},

a matriz das coordenadas do vetor a em relagdo a base ® € dada por

X1
X2

[a]m =

Xn_|

Exemplo 17. Seja R o corpo dos niimeros reais e seja 8 um ni-
mero real fixo. A matriz

P = [cos f# —sen @
sen @ cos @

é inversivel e sua inversa é

p-1 = cos # sen 8|
~ | -sen @ cos 8

Portanto, para cada 8, o conjunto &’ constituido pelos vetores (cos 4,
sen 8), (—sen 8, cos 8) é uma base de R?; intuitivamente esta base
pode ser descrita como sendo a base obtida pela rotagio de um én-
gulo 6 da base candnica. Se « € 0 vetor (x), x3), entdo

[l = cos f sen 8| | x:
6 —sen 8 cos 8] | x2

ou

X1 X; cos & + xo sen @
X5 —x) sen 8 <+ x2 cos 48,
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Exemplo 18. Seja F um subcorpo do corpo dos niimeros com-

plexos. A matriz
—1 4 57
P = 0 2 —3
0 0 8

€ inversivel e sua inversa é

—1 2 U
Pri=l 0L
_ 00 5
Portanto, os vetores _
ai = (_ls 0, 0)
a2 = ( 4, 2, 0)
aé = ( 5) —35 8)

formam uma base & de F3. As coordenadas xi, x2, x5 do vetor
o = (X1, X2, x3) em relagdo & base ®' sdo dados por
[
is | | x2
|_x3

xi —x1 + 2% + Fx3 —1
x5 | = X1 + &xs = 0
_x{; %x;; 0

Em particular,

-

Lo R LTIl o)
o

o |

(3, 2, —8) = —10a] — lal — o,

Exercicios

1. Mostrar que os vetores

ay = (l| —l! 0; 0)s a; = (09 0! l; l)
oy = (19 0! O! 4)§ oy - (0! 0, 0’ 2)

formam uma base de R, Determinar as coordenadas de cada um dos ve-
tores da base candnica em relagdo 3 base ordenada {xl, a; aj, m}.

2. Determinar a matriz das coordenadas do vetor (1, 0, 1) em relaciio a
base de C, constituide pelos vetores (24, 1, 0), (2, —L, 1), (O, 1 4 § —i),
nesta ordem.

3. Seja & = {ay, o, a; } 2 base ordenada de R, constituida por
Xy - (11 0) _I)! a; = (Ir l| l)r Gy = (ls 0! 0)'
Quais sio as coordenadas do vetor (a, b, ¢) em relaglo & base ordenada ®?

4. Seja W o subespaco de C, gerado pora; = (1,0,f)ea, = (1 + 4,1, —1).
(a) Mostrar que a; ¢ a, formem uma base de W.



RESUMO DE LINHA-EQUIVALENCIA 57

(b) Mostrar que os vetores g, = (1, I, Mepg, = (1,4 | + i) estio
em W e formam outra base de W,
(¢). Quais sdo as coordenadas de «, € a. em relagio & base ordenada

{81, 82} de W?
8. Sejam a = (x;, X} € 8 = (¥, y,} vetores de R? tais que

X%+ Xay2 = 0, x§+x:—-y%+y.:.=].

Demonstrar gue & = {a, ﬁ} ¢ uma base de R?, Determinar as coordenadas
do vetor (a, b) em relagio a base ordenada & = {a, ﬁ}. (As condigdes
sdbre a e 8 dizem, geomeétricamente, que « ¢ § sdo perpendiculares € cada
um tem comprimento 1.)

6. Seja V' o espaco vetorial sdbre o corpo dos mimeros complexos das fun-
cdes de R em C, isto é, o espago das fungdes definidas sObre a reta real e
tomando valores complexos. Sejam fi(x) = 1, fx) = €, f(x) = e-it,

(a) Demonstrar que f;, f; ¢ f, sdio linearmente independentes.
(b) Sejam g,(x) = 1, gx) = cos g(x) = sen x. Determinar uma 3 X 3
matriz P inversivel tal que

3’.
g = Z Pyf.

§ ==

7. Seja ¥ o espago vetorial (real) das fung3es polinomiais de R em R de
grau menor ou igual a 2, isto €, o espago das fungdes f da forma

flx} = cq + c;x + cux?
Seja { um nuamero fixo e definamos
ga(x) = 1, gLx) = x + 1, g,(x) = (x + )2
Demonstrar que 8 = {gl, g1 g,} é uma base de V. Se
f(x) = ¢co + 61 x + €, x*
quais sio as coordenadas de fem relagdo a esta base ordenada 87

2.5 Resumo de Linha-equivaléncia

Nesta se¢do utilizaremos alguns fatos elementares sdbre bases e
dimensio de espagos vetoriais de dimensdo finita para completar
nossa discussio de linha-equivaléncia de matrizes. Lembramos que
se A 6 uma m X n matriz s8bre o corpo F, os vetores-linhas de A4
si0 Os vetores ay, ..., an em F* definidos por

a; = (da, ..., 4i)

e que o espago-linha de 4 € o subespago de F" gerado por é&stes ve-
tores. O pésto-linha de 4 é a dimensdo do espago-linha de A.

Se P é uma k X m matriz sébre F, entio o produto B = PA
¢ uma k X m matriz cujos vetores-linhas 8y, ..., B sdo combina-
¢Oes lineares

ﬁi= Pilal + e + Pl'mam
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dos vetores-linhas de A, Portanto, o espago-linha de B é um sub-
espago do espacgo-linha de A. Se P é uma m X m matriz inversivel,
entio B ¢ linha-equivalente a 4 de modo que a simetria da linha-
-equivaléncia, ou a equacdo 4 = P~ !B, implica que o espago-linha
de A também ¢é um subespago do espago-linha de B.

Teorema 9. Matrizes linha-equivalentes possuem o mesmo es-
pago-linha.

Vemos assim que para estudar o espago-linha de 4 podemos
estudar o espago-linha de uma matriz linha-reduzida a forma em
escada que seja linha-equivalente a A. E o que passamos a fazer.

Teorema 10. Seja R uma matriz ndo-nula linha-reduzida & forma
em escada. Entdo os vetores-linhas ndo-nulos de R formam uma base
do espago-linha de R.

Demonstracdo. Sejam p,, ..., p, 0s vetores-linhas ndo-nulos de
R:
pi = (R, ..., Ry).
Esses vetores certamente geram o espago-linha de R; precisamos

apenas demonstrar que éles sdo linearmente independentes. Como
R é uma matriz linha-reduzida 4 forma em escada, existem inteiros

positivos kj, . .., k, tais que, para i < r, tem-se
(a) R(i,j)=0, se j< k;
(2—18) (b) R(, k) = &,

(C) k1‘<..-<kr.
Suponhamos que 8 = (b; ..., b,) seja um vetor do espago-linha
de R:
(2—19) B=rcpr + ... + ¢opr.

Afirmamos entdo que c¢; = b,; De fato, por (2—13)

bkj = 2 C;‘R(l.,kj)

fm]

= X 055.','

(=]

(2—20) = cj.

Em particular, se 8 = 0, isto &, se cip1 + ... + c¢.p, = 0, entdo
c; € necessariamente a k;-ésima coordenada do vetor nulo, de modo
que ¢; =0 paraj=1,..., r. Assim py, ..., p, si0 linearmente
independentes.
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Teorema 11. Sejam m e n inteiros positivos e seja F um corpo.
Suponhamos que W seja um subespago de F* e que dim W < m. En-
tdo, existe exatamente uma m X n matriz sobre F, linha-reduzida
& forma em escada, cujo espago-linha é W,

Demonstrac@o. Existe pelo menos uma m X n matriz linha-redu-
zida 4 forma em escada cujo espago-linha é W. Como dim W < m,
podemos tomar m vetores ay, ..., an, em W que geram W. Seja A4
a m X n matriz com vetores-linhas a1, ..., a, € seja R uma matriz
linha-reduzida & forma em escada e linha-equivalente a 4. Ent3o,
o espago-linha de R é W.

Seja agora R uma qualquer m X n matriz linha-reduzida a for-
ma em escada € com espago-linha W. Mostraremos que R € deter-
minada de modo tnico pelo subespago W. A descrigio de R em
térmos de W sera feita como segue. Consideremos todos os vetores
B=1(b, ..., b,)em W. Se 8 = 0, entdo a primeira coordenada
nio-nula de 8 deve ocorrer em uma certa coluna ¢:

B=00,...,0b,....0) b, # 0

Sejam ki, ..., k, 0s inteiros positivos ¢ tais que exista algum g8 = 0
em W, cuja primeira coordenada ndo-nula ocorra na coluna z. Colo-
quemos os ki, ..., kK, na ordem k; < ke < ... < k,. Para cada
inteiro positivo k, existird um .e sdmente um vetor p, em W tal que
a k,€sima coordenada de p, seja 1 ¢ a k;-ésima coordenada de p,
seja O para i = 5. Entdo, R € a m X n matriz cujos vetores-linhas
$40 p1, ..., Pr 0, ..., 0. '

Tendo indicado como R sera determinada a partir de W, pro-
cedemos como segue. Consideremos uma m X n matriz R arbitra-
ria, linha-reduzida a4 forma em escada e com espago-linha W. Se
ki, ..., k. sdo as colunas distinguidas de R (2—18) e py1, ..., or
sdo os vetores-linhas ndo-nulos de R, demonstraremos que Xy, ... oy,
sdo exatamente como foram descritos no ultimo pardgrafo. Isto
mostrara que R € a tinica m X n matriz linha-reduzida a forma em
escada cujo espago-linha é W.

Pelo Teorema 10, os vetores-linhas ndo-nulos py, ..., p, for-
mam uma base de W. Na demonstragio do Teorema 10 observamos
que se 8 = (by, ..., b,) estd em W,

ﬁ = clpl'+ .. + CrPry

entdo ¢; = by, isto €

2—21) 8 = % b

i=1
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Assim, todo vetor 8 estd determinado se se conhecem as coordena-
das by, i = 1, ..., r. Por exemplo, p, € 0 tinico vetor em W cuja
k.-ésima coordenada é 1 e cuja k;-ésima € O para i  s.
Suponhamos que g esteja em We § > 0. Afirmamos que a pri-
meira coordenada nio-nula de 8 ocorre em uma das colunas k,. Como

B =2 bh‘Pt‘

e ]

¢ B = 0, podemos escrever

(2—22) 8 =% bupi, by, 5 0.

J=1

Das condigdes (2—18) tem-se que R;; = 0sei > sej< k,, Por-
tanto,

B=A00,...,0 be,, ... by), by, # 0

e a primeira coordenada nido-nula de 8 ocorre na coluna k,.

Notemos que para cada k,, s = 1, ..., r, existe um vetor em
W cuja primeira coordenada ndo-nula ocorre na coluna k., a saber,
0 vetor p,. Demonstramos assim que ky, ..., k, sio exatamente os
inteiros ¢ tais que algum vetor ndo-nulo em W possui sua primeira
coordenada ndo-nula na coluna ¢. J4 ressaltamos o fato de que p,
¢ 0 unico vetor em W cuja k;-ésima coordenada ¢ §;,.

Coroldrio. Cada m X n matriz A é linha-equivalente a exata-
mente uma matriz linha-reduzida a forma em escada.

Demonstracdo. Sabemos que A4 € linha-equivalente a pelo menos
uma matriz R linha-reduzida a forma em escada. Se A ¢ linha-equi-
valente a uma outra tal matriz R’, entdo R ¢ linha-equivalente a R’;
logo, R e R’ possuem o mesmo espaco-linha e sdo necessariamente
idénticas.

Coroldrio. Sejam A e B m X n matrizes sébre o corpo F. Entio
A e B sdo linha-equivalentes se, e somente se, possuem o mesmo
espago-linha.

Demonstracdo. Sabemos que se 4 ¢ B sdo linha-equivalentes,
entio possuem o mesmo espago-linha. Suponhamos entiio que A e
B possuam o mesmo espago-linha. Ora, A € linha-equivalente a uma
matriz R linha-reduzida 2 forma em escada e B é linha-equivalente
a uma matriz R’ linha-reduzida & forma em escada. Como A ¢ B
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tém o mesmo espago-linha, R ¢ R’ tém o mesmo espago-linha. Por-
tanto, R = R’ e A ¢ linha-equivalente a B.

Resumindo — se A ¢ B sdo m X n matrizes sObre o corpo F,
as seguintes afirmagdes sao equivalentes:

() A e B sio linha-equivalentes.
(ii) 4 e B possuem o mesmo espago-linha.
(iii) B = PA, sendo P uma m X n matriz inversivel.

Uma quarta afirmagdo equivalente ¢ que os sistemas homogé-
neos AX = 0 e BX = 0 tém as mesmas solugSes; contudo, apdsar
de sabermos que a linha-equivaléncia de 4 e B implica que Esses
sistemas tém as mesmas solugdes, o melhor parece ser deixar a de-
monstragio da reciproca para mais tarde.

2.6 Calculos Concernentes a Subespacos

Gostariamos agora de mostrar como as operagdes elementares
fornecem um método padronizado de responder a certas perguntas
concretas concernentes a subespacos de F*. Ja& deduzimos os fatos
de que precisaremos. Eles sio aqui reunidos para conveniéncia do
leitor. A discussio aplica-se a qualquer espago vetorial n-dimensional
sdbre o corpo F se se toma uma base ordenada @, fixa, ¢ se descreve

cada vetor « de V pela n-upla (x1, ..., x») que dd as coordenadas
de a em relagdo & base ordenada @&.
Suponhamos que nos sejam dados m vetores ay, ..., an em

F*. Consideremos as seguintes perguntas:

(1) Como se pode saber se os vetores ay, ..., an 530 linear-
mente dependentes? De maneira mais geral, como se determina a
dimensiio do subespago W gerado por &stes vetores?

(2) Dado 8 em F", como se pode saber se 8 é uma combinagio
linear de ay, ..., am, iSto é, se B estd no subespago W?

(3) Como se pode fazer uma descrigdo explicita do subespago W?

A terceira pergunta é um tanto vaga, pois ndo especifica o que
se quer dizer com uma ‘“‘descrigdo explicita’; no entanto, esclare-
ceremos é&ste ponto fazendo o tipo de descrigio que temos em mente,
Com esta descri¢do, as perguntas (1) e (2) podem ser respondidas
imediatamente.

Seja A a m X n matriz com vetores-linhas a;:

a; = (A, ..., Ain).

Efetuemos uma seqiiéncia de operacdes elementares sdbre linhas, co-
mecando com A e terminando com uma matriz R linha-reduzida &
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forma em escada. J4 explicamos anteriormente como fazer isto.
Neste ponto, a dimensao de W (o espago-linha de A) € evidente,
pois esta dimensdio € simplesmente 0 nlimero de vetores-linhas néo-

-nulos de R. Se p;,..., p, s30 0s vetores-linhas ndo-nulos de R,
entdo ® = {pr,..., p,} é uma base de W. Se a primeira coorde-
nada ndo-nula de p; € a k:-€sima, entdo temos, para i < r,

(a) R(i, j) =0, se j< ki

(b) R(h k}) = afJ

(c) ky < ...< k.

O subespaco W constste de todos os vetores
6 = C1p + .. + Cepr

h) C;‘(Rf], Pohoey Riu)-

i=1
As coordenadas by, ..., b, de um tal vetor 8 sio entdo

(2-23) bj = 2 C{R.‘_,'.

. -
Em particular, b;; = c¢;, e, se 8 = (b),....b,) é uma combinagio
linear dos p,, entdo tem de ser a particular combinagdo linear

2:24) B = 2 bup

i=1

As condigdes sdbre 8 para que (2-24) valha sdo:

(2"25) bj = X bk'.R,;j, j = l, Y A
i=1

Ora, (2-23) € a descrigdo explicita do subespago W gerado poray, . . .,
a., i5t0 €, 0 subespago consiste dos vetores 8 em F* cujas coordena-
das satisfazem (2-25). Que tipo de descrigio € (2-25)? Em primeiro
lugar, ela descreve W como o conjunto das solugdes g8 = (by, . . ., b,)
do sistema (2-25) de equagdes lineares homogéneas, Este sistema de
equagbes € de uma natureza muito particular, pois (n —— r) das
coordenadas como combinagGes lineares das r coordenadas distin-
guidas by, ..., b,,. Tem-se completa liberdade de escolha das co-
ordenadas b, isto ¢, se cy,..., ¢, sdo r escalares arbitrdrios, existe
um ¢ sOmente um vetor 8 em W cuja k;-ésima coordenada é c..

O ponto importante aqui é o seguinte: Dados os vetores ai, a
linha-redugio é um método direto de determinar os inteiros 7,
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ki, ..., k. e os escalares R;; que ddo a descrigio (2-25) do subes-
pago gerado por ay, ..., ay. Deve-se observar, como no Teorema
I'1, que todo subespago W de F* possui uma descrigdo do tipo (2-25).
Devemos destacar também algumas coisas sGbre a pergunta (2). J4
mostramos na se¢do 1.4 como se pode encontrar uma m X m ma-
triz inversivel P tal que R = PA. O conhecimento de P nos
permite determinar os escalares xi,..., x. tais que

B =x101 4+ ... + Xnotm

quando isto é possivel. Como os vetores-linhas de R s3o dados por

m
pi = Z Pya,
Jm1

temos que se # é uma combinagdo linear dos «;, entdo

ﬁ = 2 bk;Pl’

im]

{le=] jml]

- E 2 bk‘rPiJ'aj

F=1 i=1

¢ portanto

x; = X b Py

im]

¢ uma escolha possivel para os x; (podem existir muitas).

O problema de saber se 8 = (b1,..., b,) € uma combinagio
linear dos ay, €, em caso afirmativo, quais sio os escalares x;, pode
também ser considerado perguntando-se se o sistema de equagdes

EA;;x;=bj, i=1L...,n

fm]

admite solu¢Bes e quais so elas. A matriz dos coeficientes déste
sistema de equagdes € a n X m matriz B com vetores-colunas «y, . . . .
am. No Capitulo I discutimos o uso de operagdes elementares s6bre
linhas na resolugdo de um sistema de equagdes BX = Y. Consi-
deremos um exemplo no qual adotamos &ste iiltimo ponto de vista
ao respondermos a perguntas sdbre subespagos de F*.
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Exemplo 19. Proponhamos o seguinte problema: seja W o subes-
pago de Rt gerado pelos vetores

= (1, 2, 2, 1)
= (0, 2, O, l)
a; = (—2, 0, —4, 3).

(a) Demonstrar que aj, a2, a3 formam uma base de W, isto ¢,
que &éstes vetores sdo linearmente independentes.

(b) Seja 8 = (b4, by, ba, bs) um vetor em W. Quais sdo as co-
ordenadas de 8 em relagdo a4 base ordenada {al,az, a,;}"

(c) Sejam
a1 = (1,0, 2, 0)
a2 = (0, 2,0, 1)
a’s = (0, 0 0, 3).

Mostrar que «';, ’2, 'y formam uma base de W.

(d) Se 8 esta em W, indiquemos por X a matriz das coordenadas
de 8 em relagdo 4 base dos a e por X° a matriz das coordenadas de
B em relagdo a base dos o'. Determinar a 3 X 3 matriz P tal que
X = PX’ para todo 8 em W,

Para responder a estas diversas perguntas, formemos a 4 X 3
matriz B com vetores-colunas «;, ag, a3:
1 0

2
22 0
B=120 —
1 1 3
Perguntamos para quais yi, y2, ys, y4 O sistema BX = Y admite
solugdo.

1 0 —2 y 1 0 —2 Y1
2 2 0 yo 0 2 4 y, -—— 2y
20 —4 | |00 0y — 2|7
R | 3 0 1 3y — Y
10 —2 i 100 V2 + i
0 0 —6 y— 24} _,}0 0 1 {2y4-—y2)
0 1 5 Ys — M1 010 —Vi + sy2 - E.V‘l
0 0 0 y3 — 2y, 0 00 Y3 — 2y n

Portanto, a condigio para que o sistema BX = Y admita uma solu-
¢a0 € Y3 = 2.}’1. Entii.o, g = (bl, bz, ba, b4) estda em W se, € somente
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se, b3 = 2b;. Se B estd em W, entdio 8 = xja; + Xoaz + xsaz
onde necessariamente,

x1 = by — 3b2 + ;b4
(2-26) x2 = —by + 3bs — $bs
X3 = — gb2 + b

(a) As equagdes acima mostram certamente que ai, a2, az sdo
linearmente independentes.

(b) Se B estd em W, as coordenadas de 8 em relagio a base orde-
nada {a;, o2, ag} sdo os escalares xj, x2, x3 dados por (2-26).

(c) Os vetores dados « o’s, o'y satisfazem y3 = 2y, portanto
estio em W, Deveria ser 6bvio para o leitor, & primeira vista, que
8sses vetores s@o linearmente independentes.

(d) A matriz P é determinada exprimindo-se ’y, a’2, a’s como
combinag¢des lineares dos a;. As equagbes (2-26) nos dizem como
fazer isto. Por exemplo, com 8 = o’y temos by = 1, b2 = 0, by = 2,
b4 = 0, e

xi= 1 —X0)+50) = 1
x2 = —1 + §0) — 4(0) = —I
xs=  —H0)+0) = o.

Assim, o', = a; — 2. Analogamente, obtemos o’y = a2 € a'; =
= 2&1 — 20!2 + o0y, LOgO

I o0 2
P=|—1 1 —2
0 0 1

Exerciclos

1. Responder as perguntas do Exemplo 19 usando operagdes ele niares
sObre as linhas da 3 X 4 matriz de vetores-linhas «,.

2. Sejam

a; =(1,1,—2, 1), a:=(3,04—1), ea;=1(—1,25 2
Sejam

a= (4,59 —7), B8=(31—4,4), yv=(-—1,10 .

(a) Quais dos vetores «, 8, v estdio no subespago de R+ gerado pcios «;?
(b) Quais dos vetores a, 8, v estdo no subespago de C+ gerado pelos a;?
(c) Isto sugere algum teorema?

3. Consideremos os vetores em R¢ definidos por
oy o= (_ls 0; 19 2); X, - (3! 4} —2v 5)! oy W= (li 4’ 01 9)'
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Determinar um sistema de equagdes lineares homogéneas para o qual o es-
paco das solucles seja exatamente o subespago de R+ gerado pelos trés
vetores dados.

4. Em C: sejam
o, = (1,0, —), a,=( +i, 1 —§1), a =C(,i i

Demonstrar que éstes vetores formam uma base de C3. Quais sdo as coor-
denadas do vetor (a, 5, ¢) em relagho a esta base?

5. Fazer uma descrigio explicita do tipo (2-25) para os vetores
ﬂ - (bln bh b.‘h bh bs)
em R® que sdo combinagdes lineares dos vetores

oy = (l! 01- 2! lv _l)! o, = (_l! 20 _4! 20 0)!
a; = (2, —1, 5,2, Dea, =(2,1, 3,5 2).

6. Usar a nossa discussdo de linha-redugdio para demonstrar o que segue.
Se A ¢ uma m X n matriz sdbre 0 corpo F com pdsto r, entdo a dimensdo
do espago-soluciio de 4 é (n — r). (Sugestda: bastard demonstrar 8ste fato
para uma matriz R linha-reduzida & forma em escads, Para uma tai R, o
sistema RX = O exprime r das coordenadas x;,,...,x; em fungio das
(n — r) coordenadas restantes u,,..., us-,. Construir a solugio X; obti-
da atribuindo-se o valor 1 a u; e 0 aos outros «,. Demonstrar que X,, ...,
Xu-r; formam uma base do espago-solugio.)

7. Seja A uma m X n matriz sdbre o corpo F e consideremos o sistema de
equagdes AX = Y, Demonstrar que éste sistema de equagdes admite uma
soluglio se, e sOmente se, o pOsto-linha de A4 ¢ igual ao posto-linha da ma-
triz completa do sistema.



CAPITULO 3

TRANSFORMACOES LINEARES

3.1 Transformacoes Lineares

Introduziremos agora as transformagdes lineares, objetos que es-
tudaremos na maior parte do restante déste livro. O leitor poderd
achar 1til ler (ou reler) a discusséo sbre fungdes no Apéndice, visto
que usaremos liviemente a terminologia daquela discussgo.

Definiciio. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo F.
Uma transformacdio linear de V em W ¢é uma funcio T de V em W
tal que

T(ca+8) = o(Ta) + T8
para todos o e 8 em V e todos escalares ¢ em F.

Exemplo 1. Se V é um espago vetorial arbitrario, a transforma-
¢do idéntica I, definida por la = «, € uma transformacgao linear de
Vem V. A transformacio nula 0, definida por Oa = 0, é uma trans-
formacdo linear de V em V.

Exemplo 2. Seja F um corpo e seja V o espago das fungbes po-
linomiais f de F em F, dadas por

Ax) = co+ a1x + ... + axh.
Seja
(D) (x) = c1 + 2c2x + ... + koex® N

Entido, D ¢ uma transformagao linear de V em V — a transformagio
derivagdo.

Exemplo 3. Seja ¥V o espago das n X 1 matrizes - (colunas)
sGbre um corpo Fe seja A uma m X n matriz fixa sbre F. A fungio
T sdbre V, definida por T(X) = AX, é uma transformagdo linear
de V no espaco W das m X 1| matrizes sobre F.
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Exemplo 4. Seja V o espago das m X n matrizes sGbre um corpo
F, seja P uma m X m matriz fixa sObre F e seja Q uma n X # ma-
triz fixa s6bre F. Definamos uma fung@o 7 de V em V por T(A)
= PAQ. Entdo T é uma transformagfo linear de V em V, pois

T(cA + B) = P(cA + B) Q
(cPA + PB)Q
cPAQ + PBQ
¢T(4) + T(B).

Exemplo 5. Seja R o corpo dos niimeros reais ¢ seja V' o espago
das fungbGes de R em R que sdo continuas. Definamos T por

T = [ £ dr.

Entio T ¢ uma transformagdo linear de ¥ em V. A fungéo 7f, além
de continua, possui a primeira derivada continua. A linearidade da
integragdo € uma de suas propriedades fundamentais.

O leitor ndo deverd encontrar nenhuma dificuldade para veri-
ficar que as transformagdes definidas nos Exemplos 1, 2, 3 e 5 sdo
transformaqGes lineares. Ampliaremos consideravelmente nossa lista
de exemplos & medida que aprendermos mais sdbre transformagdes
lineares.

E importante notar que se T é uma transformagdo linear de
Vem W, entdo T(0) = 0; pode-se ver isto a partir da definigio, pois

T(0) = TO + 0) = 7(0) + T0).

Este ponto freqiientemente causa confusdo a4 pessca que estuda dlge-
bra linear pela primeira vez, desde que ela provavelmente tomou
contato com uma utilizagdo ligeiramente diferente do térmo *‘fun-
¢do linear”. Um comentdrio breve deverd eliminar a confusio. Su-
ponhamos que V seja o espago vetorial R', Uma transformagéio li-
near de ¥ em ¥ € entdo um tipo especial de fun¢o com valores
reais definida sObre a reta real R. Num curso de célculo, ter-se-ia
provavelmente a denominagio linear para uma tal fungio se seu
grafico fosse uma reta, Uma transformagdo linear de R! em R},
de acérdo com nossa definigdo, serd uma fungiio de R em R, cujo
grafico é uma reta que passa pela origem.

Além da propriedade T(0) = 0, destaquemos outra proprie-
dade de uma transformacg&o linear arbitrdria 7. Uma tal transfor-
magdo “‘conserva’ combinagdes lineares; isto é, se ay. ..., a. $80
vetores em Ve ¢y, ..., ¢. $80 escalares, entdo

T(C]G!] + ...+ Cnan) = cl(Tal) 4+ ... + C.(Tau)-

I
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Isto decorre imediatamente da definigdo. Por exemplo,

T(C1a1 + Czaz) = C](Tcn) + T(Cgaz)
= ¢1(Ta1) + c2(Ta2).

Teorema 1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sébre
o corpo F e seja {a1; e a,‘} uma base ordenada de V. Seja W um
espago vetorial sébre o mesmo corpo F e sejam B8, ..., B, vetores
arbitrdrios em W. Entdo, existe exatamente uma transformacdo lnear
T de V em W tal que

T&j= Bj, j= 1,..., n.

Demonstracdo. Para demonstrar que existe pelo menos uma trans-
formagdo linear T com Ta; = $; procedemos como segue. Dado «
em V, existe uma tnica n-upla (xi,..., x.) tal que

& = xlal + - + x;;an.

Para &ste vetor ¢, definamos
TC! = XIﬁl + . e _l_ x“ﬁnc

Entio, T é uma regra bem definida para se associar a cada vetor «
em ¥ um vetor Ta em W. Pela definigéo, é evidente que Ta; = 8;
para todo j. Para ver que T € linear, seja

B =yar + ...+ Man
em V e c escalar arbitrdrio. Ora,
ca+ B = (cx; + y)ar + ...+ {cxn + yu)an
portanto, pela definigdo,
T(ca + B) = (cx1 + y1)B1 + ... + (exu + Yn)Ba.

Por outro lado,

c«(Ta) + I8 = ¢ 5 X + % yiBi

L | =]
= _%l(cxe + yi)di

e assim
I(ta + 8) = (Ta) + TB.
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Se U € uma transformagio linear de ¥ em W com Ua; = 8,

n
J=1, ..., n, entdo, para o vetor a = 2 xja;, temos

i=1

Ua=U{ 2 .’Ciai)

iwm]

n
= E x;(Uar)
t=1

n
= 2 X
i=1
de modo que U € exatamente a regra T que definimos acima. Isto
mostra que a transformagio linear T com Ta; = 8; € tnica.

Teorema 2. Sejam V ¢ W espacos vetoriais sébre o corpo F e
seja T uma transformagao linear de V em W. Entdo, a imagem de T
é um subespago de W. O conjunto de vetores a em V tais que Tae = 0
também é um subespaco de V, dito o nicleo (ou espaco nulo) de T.

Demonstracdo. Indiquemos por Ry a imagem de T, isto &, o
conjunto dos vetores 8 em W tais que 8 = Ta para algum o em V.
Sejam 8 e B em Ry e seja c em F. Ora, existem vetores a; € az em
V tais que Ta; = 8, i = 1, 2, Como T € linear

T(cay + a2) = B + B2

0 que mostra que cf; + B2 também estd na imagem de 7. Portanto,
Rr € um subespago de W,

Seja N7 o conjunto dos « em V tais que Ta = 0. Se a; € o9
estio em Ny e ¢ € um escalar arbitrario, entio

T(cay + az) = (Tay) 4+ Tas
c(0) + 0
0

I

de modo que ca; + «p estd novamente em Nr. Logo, Nr € um sub-
espago. .

No exemplo 1, a imagem da transformagio idéntica € todo o
espago V, ao passo que seu nicleo é o subespago nulo, A imagem
da transformagdo nula € o subespago nulo e seu nicleo é todo o
espago V. No Exemplo 2, a imagem da transformagio derivagio é
tedo o espago das fungdes polinomiais e seu nticleo é o subespago
das fungGes constantes (se F é um subcorpo do corpo dos niimeros
complexos). No Exemplo 3, a imagem da transformagio X — AX
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é o conjunto das m X | matrizes Y tais que o sistema de equagles
AX = Y admite solugdo, isto é, tddas Y que sejam combina¢Bes
lineares das colunas de A. O nicleo desta transformacgio é o con-
junto das n X | matrizes X tais que AX = 0, isto ¢, o espago-solu-
¢ido de A. No Exemplo 4, a imagem e o niicleo de T s&o um tanto
dificeis de descrever, exceto pela repetigio de suas definigSes. No
Exemplo 5, a imagem de T consiste das g que t€ém a primeira
derivada continua e tais que g(0) = 0. O nicleo neste caso € o sub-

espago nulo.
‘Se T é uma transformacgio linear de Vem Wea, ..., a S0

vetores que geram V), entdo € evidente que os vetores Tay, ..., Ta,
geram a imagem de 7. Em particular, se V for de dimensfo finita, a
imagem de 7 serd um subespago de W de dimensdo finita.

Definiciio. Seja T uma transformacio linear de V em W, sendo
V de dimensdo finita. O posto de T ¢ a dimensdo de imagem de T. A
nulidade de T € a dimensdo do nicleo de T,

Teorema 3. Sejam V ¢ W espagos vetoriais sobre o corpo F e
seja T uma transformagdo linear de V. em W. Suponhamos que V seja
de dimensdo finita. Entdo

pbsto (T) + nulidade (T) = dim V.

Demonstragido. Seja {ay, ..., ak} uma base de N, o nucleo de
T. Existem vetores ax 11, . . ., @, em V tais que {ay, . . . , @, } sejauma
base de V. Demonstraremos agora que {Tai 1, ..., Tan} € uma

base da imagem de T, Os vetores Tay, ..., Ta, certamente geram a
imagem de T e, como Ta; = 0, para j < k, vemos qQue Tan 41, ..., Ta,
geram a imagem. Para ver que &sses vetores sdo independentes, su-
ponhamos que existam escalares ¢; tais que

n

z Ci(Ta;‘) = 0
i=k41

Isto diz que
T Zz C,'O!;)= 0

e, conseqiientemente, o vetor «a = T ¢,a; estd no nicleo de T,
i=k+1 )
Como ay, ..., a; formam uma base de N, existem, necessiariamente,
escalares b;, ..., by tais gue
&
o = E b{af-

Fm 1
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Assim
X n
= bfa; — = Cjo; = 0
tal F=k+1

e, COMo ¢y, ..., a, sdo linearmente independentes, devemos ter

b]=-.|=bk=ck+l=‘-0=c“=0.

Se r € o posto de T, o fato de Ty .1, ..., T, formarem uma

base da imagem de 7 nos diz que » = n — k., Como k é a nulidade
de T e n é a dimensdo de V, estd completa a demonstragio,

Exercicios

1. Quais das seguintes fungGes 7 de R em R< siio transformagdes lineares?

(@) T(x,, x;) = (1 + x;. x3);

(b) T(xls X3} = X, Xl);

{c} T(x\, x2) = (0, x.);

(d} T(x,, x.)) = (sen x,, x.);

(&) T(x,, xz) = {x, — x., 0).
2, Verificar que as transformagdes definidas em (a) e (b) s8o transforma-
¢Oes lineares de R?* em R3, Determinar, para cada uma delas, a imagem,
pdsto, nicleo e nulidade.

@) Tixg, x2) = (x; + X200 X; — X3, X.):

(b) T(xl! x;) = {xl — X X, — Xy, —xl).
3. Descrever explicitamente (como nos Exercicios 1 e 2) a transformagéo
linear 7 de F2 em F2 tal que Te, = {a, b), Te. = (c, d).
4. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos € seja 7 a fungio
de F3 em F: definida por

Tlxy, X3 x3) = (x; —x; + 2x;, 2x; + x;, —x, — 2%, + 2x ).

(a) Verificar que 7 ¢ uma transformagiio linear.

(b) Se (a, b, ¢) € um vetor em F*, quais as condigdes sdbre a, b, ¢, para
aue o vetor esteia na imagem de T Qual € o pdsto de T

{c) Quais séo as condigdes sdbre a, b € ¢ para que o vetor este)a no nu-
cleo de T? Qual € a nulidade de T

S. Descrever explicitamente uma transformagio linear de R® em R* cuja
imagem seja o subespago gerado por (1,0, —I) e (1, 2, 2).

6. Seja V' o espago vetorial das # X # matrizes sdbre o corpo F e seja B
uma n# X n# matriz fixa. Se

T(A) = AB — BA

- verificar que T € uma transformagéo linear de ¥V em V,

7. Seja ¥V o conjunto dos ndmeros complexos considerado como um es-
pago vetorial sdbre o corpo dos nimeros reais (operagdes usuais). Deter-
minar uma funglio de ¥ em ¥ que seja uma transformagiio linear sdbre o
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espago vetorial acima,.ma's que ndo seja uma transformagio linear sbbre:
¢, isto é, que ndo seja linear compiexa.

8. Seja V o espago das # X | matrizes s8bre F ¢ seja W o espago das m X 1

: matrizes sObre F. Seja A uma m X n matriz fixa sébre F e seja T a trans-
formagdio linear de ¥V em W definida por T(X) = AX. Demonstrar que T ¢é
a transformacdio nuia se e sdmente se A € a matriz nula.

9. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional sdbre o corpo F e seja T uma-
transformacéo linear de ¥ em ¥V tal que a imagem e o nicleo de T sejam
idénticos. Demonstrar que »# é par, (Dar um exemplo de uma tal transfor-
magio linear.)

10. Seja ¥ um espago vetorial ¢ T uma transformacéo linear de ¥V em V.
Demonstrar que as duas afirmac¢des seguintes sdbre T sdo equivalentes:

(a) A interseciio da imagem de 7 com o niicleo de T é o subespago
nulo de V. '
(b) Se T(Ta) = 0, entdo T = 0.

11. Usar o Teorema 3 e o Exercicio 6 da Secio 2.5 para demonstrar gque
para qualguer m X n matriz 4, o pdsto-linha de A € igual ao pdsto-coluna
de A. (Esbdgo da demonstraglio: Seja ¥V o espago das » X 1 matrizes 8-
bre F e seja W o espaco das m X 1 matrizes. Seja T a transformagio li-
near de ¥ em W definida por T(X) = AX, Usar o Teorema 3 para demons-
trar que a soma do pdsto-coluna de 4 com a dimens#o do espago-solugdio
de A &€ n. Agora concluir a demonstragio com o citado exercicio do Capi-
tulo 2.)

3.2A z{lgebr_a das Transformacdes Lineares

No estudo das transformagdes lineares de ¥ em W, € de impor-
tincia fundamental o fato de que o conjunto dessas transformagdes
herda uma estrutura natural de espago vetorial. O conjunto das
transformagdes lineares de um espago ¥ em si mesmo possui uma
estrutura algébrica mais rica pois a composi¢io usual de funcGes
fornece uma ‘“‘multiplicacio’” dessas transformagdes. Nesta secio
exploraremos essas idéias.

Teorema 4. Sejam V e W espacos vetoriais sébre o corpo F.
Sejam T e U transformagées lineares de V em W. A fungdo (T + U)
definida por

T+ U)(@) = Ta + Un

é uma trangformagdo linear de V. em W. Se ¢ é um elemento qualquer
de ¥, a fun¢ao (cT) definida por

(cT) (@) = (Ta)

é uma transformacdo linear de V em W. O conjunto das transforma- -
cdes lineares de V em W, munido da adicdo e multiplicagdo escalar
acima definida, é um espago vetorial sébre o corpo F.
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Demonstracdo. Suponhamos que T e U sejam transformagdes
lineares de V em W e definamos (T 4 U) como acima. Entéo

(T 4+ U) (ca + B) = T(ca + 8) + Ulca + 8)
o(Te) + T8 + (Ua) + UB
o(Te + Ua) + (T8 + UB)
AT + U)(a) + (T + U) B

o que mostra que (T + U)é uma transformagéo linear. Analogamente,

(cT) (da + B) = [T(da + B)]
dd(Te) + 78]
cd(Ta) + c(TB)
dlc(Ta)] + (T8)

mostrando que (¢7) é uma transformacéo linear,

Para verificar que o conjunto das transformagdes lineares de ¥V
em W (munido destas duas operagdes) é um espago vetorial, € ne-
cessdrio verificar diretamente cada uma das condigdes sobre a adigdo
de vetores e a multiplicagio escalar. Deixamos a parte principal disto
a cargo do leitor e contentame-nos com &ste comentario: O vetor
nulo déste espago serd a transformagio nula, que leva todo vetor de
V no vetor nulo de W; cada uma das propriedades das duas opera-
goes decorre diretamente da propriedade correspondente das opera-
¢oes no espago W,

Talvez devamos mencionar outra maneira de considerar éste
teorema. Se se define soma e muiltiplo escalar como fizemos acima,
entdo o coniunto de rédas as fungdes de ¥ em W torna-se um espago
vetorial sdbre o corpo F. Isto nada tem a ver com o fato de V' ser
um espago vetorial, mas apenas com o fato de V ser um conjunto
ndo-vazio. Quando ¥V é um espago vetorial podemos definir uma
transformagio linear de ¥ em W e o Teorema 4 diz que as transfor-
magdes lineares formam um subespago do espago de tddas as fun-
cies de V em W.

Indicaremos o espago das transformagdes lineares de V em W
por L(V, W). Lembramos novamente ao leitor que L(V, W) estd
definido somente para ¥ e W espacos vetoriats sbre 0 mesmo corpo.

b

LW, o

I

Teorema 5. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sébre o cor-
po F e seja W um espace vetorial m-dimensional sébre F. Entdo o
espaco L(V, W) é de dimensdo finita e tem dimensdo mn.

Demonstracdo. Sejam
@B = {ah ..y an}' e (B’z {1813 ey Bm}



ALGEBRA DAS TRANSFORMACQOES LINEARES 75

bases ordenadas de ¥ e W, respectivamente. Para cada par de inteiros
(p, g) com 1< p<mel< g< n definamos uma transformagdo

linear E#»? de ¥V em W por y
ey o JO; se i # g {
Erd(as) = { , se i#gq 4K
= 88

De acdrdo com o Teorema 1, existe uma tunica transformagéo linear
de ¥V em W que satisfaz estas condigdes. Afirmamos que as mn trans-
formagdes Er ¢ formam uma base de L(V, W). _

Seja T uma transformagio linear de ¥V em W. Para cada j, 1 <
j< n, sejam Ayj, ..., Am; as coordenadas do vetor Te; em relagdo
3 base ordenada @', isto &,

G—D Taj = I Apiby.
r=1
Desejamos mostrar que
(3—2) T =3 I ApEre
pml g=1

Seja U a transformag@o linear no segundo mambro de (3—2). Entdo
para cada j
Ua, = Z Z Ay Eria))
Py ¢

=2 2Z Amaiqﬂp

P 0
= EApiﬂp
p=1]
== Taj _

e, conseqiientemente, U = T. Agora (3—2) mostra que as Er7 ge-
ram L(V, W); precisamos demonstrar que elas sdo independentes.
Mas isto € evidente pelo que fizemos acima, pois, se a transformagao

U=X 3 Ay Ere
r 2
¢ a transformacio nula, entdo Ua; = 0 para cada j, portanto
Z Ay, =0
r=1 )

e a independéncia dos 8, implica que 4,, = O para todos p ¢ j.
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Teorema 6. Sejam V, W e Z espagos vetoriais sébre o corpo F
Seja T uma transformagdo linear de V em W e U uma transformacio
linear de W em Z. Entdlo, a funcdo composta UT, definida por (UT)
(@) = U(T(a)) é uma transformacdo linear de V em Z.

Demonstragdo.

(UT) (ca + B) = U[T(ca + B)]

U(cTe + TB)
dU(T)) + U(TH)
aUT) (@ + (UT) (8).

No que segue, estaremos primordialmente preocupados com
transformagdes lineares de um espage vetorial em si mesmd. Como
terfamos de escrever a todo instante “T € uma transformagio linear
de ¥V em V7, substituiremos isto por “T & um operador linear sé-
bre V.

Definiclio. Se V ¢ wm espago vetorial s6bre o corpo F, um ope-
rador linear sébre V ¢é wma transformagdo linear de V em V.

Aplicando o Teorema 6 para ¥ = W = Z, de modo que U e
T sejam operadores lineares s8bre o espago V, vemos que a com-
posta UT € ainda um operador linear sbbre V. Assim, o espago
L(V, V) possui uma “multiplicaggo”, definida sdbre si por meio
da composigio. Neste caso, o operador UT também estd definido
e devemos notar que em geral UT » TU, isto & UT — TU » 0.
Devemos notar particularmente o fato de que se T € um operador
linear sobre V, entio podemos compor T com T, Usaremos a no-
tagio 72 = TT e, em geral, 7" = T ... T (n vézes) paran = 1, 2,
3, .... Definimos 79 = [ se T = 0.

Exemplo 6. Seja F um corpo e V o espago vetorial das fungdes
polinomiais de F em F. Seja D o operador derivagio definido no
Exemplo 2 e T o operador linear “multiplicagiio por x™:

(If) (x) = xf(x).

Entdo DT » TD. Na verdade, o leitor deverd achar fécil verificar
que DT — TD = I, o operador idéntico,
Mesmo nio sendo comutativa, a ‘“multiplicagdo’” que temos

sﬁbre. L(V, V) esté bastante relacionada com as operagdes de espago
vetorial de L(V, V).

Lema, Seja V um espaco vetorial sébre o corpo F, sejam U,
Ti e Tz operadores lineares sébre V; seja ¢ um elemento de F.

I |
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() IU = Ul = U; |
() U(Th + To) = UTy + UTy; (Th + T)U = ThU + TLU;
(©) UTy) = (cU)Ty1 = U(cT).

Demonsiragdo. (a) Esta prOprledade da fungdo idéntica é Sbvia,
Enunciamo-la aqui por mera questdio de €nfase,
(b) [UTy + T3)] (o) = Ul(T1 + T3) (@)
: UTix + Tza)
U(T10) 4+ U(Tza)
(UTh) (o) + (UTy) (&)

de modo que U(Ty + T3) = UTy + UT:. Além disso

(T: + T2)U] («) = (Ty + T2) (Ua)
= Ty(Ua) + To(Ux)
= (NU) (@) + (T2U) ()

de modo que (T1 + T3)U = T U 4 TU. (O leitor pode notar que
para as demonstragdes destas duas leis distributivas nfo foi usado
o fato de 7y e T, serem lineares, e que para a demonstraciio da se-
gunda ndo foi usado tampouco o fato de U ser linear,)

(c) Deixamos a demonstragdo da parte (c) a cargo do leitor,

(I I

Este lema e uma parte do Teorema 5 nos dizem que O espago
vetorial L(V, ¥), munido da operagio de composi¢io, € o que st
conhece por uma dlgebra linear com elemento unidade. Discutiremos
isto no Capitulo 4.

Teorema 7. Sejam V e W espagos vetoriais sébre o corpo F e
seja T uma transformagdo linear de V em W. Se T ¢ irjetora e sobre-
Jetora entdo a funcdo inversa T~ é uma transformacdo linear de W
sobre V.

Demonstragao Lembramos ao leitor que T injetora 51gn1t'1ca que
Ta # T8 sempre que o # Seque T sobrejetora significa que a ima-
gem de T € todo o espago W. Quando T € injetora e sobrejetora
existe uma funcio inversa T-!, determinada de modo tnico, que
Jeva W sdbre V tal que T-1T €a fungiio idéntica de ¥V ¢ TT-1 éa
funcéio idéntica de W. O que estamos demonstrando aqui € que, se
uma funcdo linear T € inversivel, entio a inversa T-! também &

linear.
- Sejam f; e 82 vetores em W e seja ¢ um escalar. Queremos mos-

trar que
T-YcBr + B2) = T8y + T-18..
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Seja n; = T-'8;, i = 1, 2, isto ¢, seja a; 0 vinico vetor em V tal que
- Ta; = B;. Como T & linear,

T(Cal + az) CTa’J_ + Taz

- B + Ba.

Assim ca; 4+ a2 € 0 Unico vetor em V que € levado por T em ¢f +
-+ B2, portanto
T-Ycp + B2)

Cay + a2

oT-18) + T718.

e T-1 ¢ linear.

Exemplo 7. Se ¥ & o espago das fungBes polinomiais sdbre o
corpo F, D o operador derivag@o ¢ T o operador “multiplicagdo por
x” do Exemplo 6, temos a seguinte situagfo: A imagem de D € todo
o eéspago ¥, logo D é sobrejetor; contudo, D ndo ¢ injetor, pois t-
das as fungdes constantes sio levadas em O por D. A imagem de
T € o conjunto das fungdes polinomiais f para as quais f(0) = 0,
logo T nio € sobrejetor; T é injétor, como se pode verificar facil-
mente.

Exemplo 8. Séja F um corpo ¢ seja T o operador linear sobre
F? definido por

T(x1, x2) = (x1 + x2, x1).
Entdo, T € injetor, pois se T(yy1, y2) = T(x1, Xz), temos

X1 4+ x2=n + y2
X1 = 3N

de modo que x; = y1 € x2 = y;. Vejamos também que T € sobre-

jetor; de fato, seja (z1, z2) um vetor arbitrdrio em F2, Para mostrar

que (21, z2) estd na imagem de T precisamos determinar x; € X2
tais que

X1 + Xa = z)

X1 = Z2

e a solugio & evidentemente x; = z2, X2 = z, — Zzz. Este tltimo
cdlculo nos di até mesmo a férmula explicita para T-!, a saber,

T=Yz;, z2) = (22, 21 — 22).

Se T € uma transformagio linear de ¥ em W diremos que T
f.nio-singular se 0 nicleo de T consistir apenas do vetor nulo, O
citor certamente observard que isto € equivalente & afirmagdo de
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que T é injetora, porque quando T € linear Ta = T8 se, e sbmenie
se, T(a — B) = 0. Nesta linguagem, T & inversivel (injetora e sobre-
jetora) se ¢ sdmente se T € nio-singular e a imagem de T € todo o
espago W.

Teorema 8. Seja T uma transformagdo linear de V em W. En-
téo T é ndo-singular se e somente se T leva todo subconjunio linear-
mente independente de V sobre um subconjunto linearmente indépendente
de W,

Demonstra¢do. Suponhamos primeiro que T seja nio-singular.
Seja S um subconjunto lincarmente independente de V. Se «y, ..., o
sio vetores em S, entdo os vetores Tay, ..., Toy sdo linearmente
independentes, pois se '

Cl(Tcn) + ... + Ck(Tak) =0

entio
T(Clal + ce. F Ckak) =0

e como T € ndo-simgular
ciay + oo+ crar =0

do que segue que cada ¢; = 0 pois S é um conjunto independente.
ste argumento mostra que a imagem de S por meio de T € inde-
pendente. |
Suponhamos que T leve subconjuntos independentes sdbre sub-
conjuntos independentes. Seja « um vetor nio-nulo em V., Entéio o -
conjuntp § constituido apenas pelo vetor « € independente. A ima-
gem de S € o conjunto constituido apenas pelo vetor Ta ¢ &ste con-
junto ¢ independente. Portanto T 5 0, pois 0 conjunto constituido
apenas pelo vetor nulo é dependente. Isto mostra que o miicleo de
T é o subespaco nulo, isto é, T é niio-singular.

Teorema 9. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita
sébre o corpo F tais que dim V = dim W. Se T é wma transformagdo
linear de Y em W, as seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

(i) T é inversivel,

(i) T é ndo-singular.

(iii) A imagem de T é W,

(iv) Se{au, ..., a.} é umabase arbitrdria de V, entdo { Tay, Ton }
é uma base de W, .
(v) Existe pelo menos uma base {ay, ..., an} de V tal que

{Tai, ..., Tan} seja uma base de W.
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Demonstragio. (i) — (ii). Se T € inversivel, T € ndo-singular.

(ii) — (iii). Suponhamos que T seja ndo-singular. Seja {1, ..., an }
‘uma base de V. Pelo Teorema 8, { Tay, ..., Tax} ¢ um conjunto
lindarmente independente de vetores em W e como a dimensdo de
W também € n, &te conjunto de vetores ¢ uma base de W. Agora
seja 8 um vetor arbitririo em W. Existem escalkires ¢y, ..., Cn tais
. que
CI(TQ]) + ... + Cn(Tan)

T(C1a1 + ... + C,.a,‘)

0 que mostra que 8 estd na imagem de T. (iii) — (iv). Suponhamos
agora que T seja sobrejetora. Se {ay, .. ., . } € uma base arbitrdria
de ¥V, os vetores Tay, ..., Ta, geram a imagem de T, que € todo o
espago ‘W por hipétese. Como a dimensdo de W € n, éstes n vetores
precisam ser linearmente independentes, isto &, precisam formar
uma base de W. (iv) — (v). Ndo requer nenhum comentério. (v) — (i).
Suponhamos que exista alguma base {al, . .,an} de V tal que
{ Tay, ..., Tan } seja uma base de W. Como os Ta; geram W, € evi-
dente que a imagem de T coincide com W. Sea = ci1a1 + ... + ¢
estd no nucleo de T, entdo

TNciay + oo + Caan) =0

8

ou
Cl(Tal) + ...+ Cn(Tdn) = (

e como os Ta; sdo independentes, cada ¢; = 0 ¢ assim a = 0. Mos-
tramos que a imagem de T é W e que T ¢é nfo-singular, logo T €
inversivel.

Se V € um espago vetorial de dimensio finita, o Teorema 9 nos
diz o que segue a respeito de operadores lineares sébre V. Se T é
um operador linear sdbre ¥V que & injetor (ndo-singular) entdo a
imagem de T €, necessariamente, todo V, logo tem que ser inversi-
vel. Se a imagem de T € todo ¥ entdo T tem que ser ndo-singular,
logo inversivel. Estas duas afirmagdes possuem uma demonstragio
mais simples que a que fizemos e que usa o Toeroma 3. Seja r o
posto de T e seja k a nulidade de T. Pelo Teorema 3, » + k = n.
A afirmagdo de que T é ndo-singular significa que k.= 0, ao passo
que a afirmagdo de que a imagem de T € ¥ significa que r = n. Como
r + k = n estas afirmagdes sObre T s3o dbviamente equivalentes.
O leitor € aconselhado a compreender ambas as demonstragdes.
Note-se que o Exemplo 7 mostra que nem a injegio nem a sobre-
Jegdo implicam uma & outra para operadores em um espago que
néo seja de dimensdo finita.
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Lema Seja V um espaco vetorial sébre o corpo F, e sejam U e
T operadores lineares inversiveis sébre V. Entdo UT ¢ inversivel e
(UT)~! = T-U-L

Demonstragdo. Verificar simplesmente que
UTY(T-U~Y) = (T-U-YHY (UT) = I

O conjunto dos operadores lineares inversiveis sébre um espago
V. com a operagio de composigio, fornece um belo exemplo do que
¢ conhecido em #lgebra por um ““grupo’’. Apesar de que ndo tere-
mos tempo para discutir grupos com quaisquer promenores, dare-
mos pelo menos a definicéo.

Definico. Um grupo consiste do seguinte:

(1) Um conjunto G;
(2) Um regra (ou operagiic) que associa a cada par de elementos
X, ¥y em G um elemento xy em G de uma maneira tal que

(a) x(vz) = (xy)z, para todos x, y e Z em G (associatividade);

(b) existe um elemento e em G tal que ex = xe = X, para todo
xem G, )

(c) a cada elemento x em G corresponde um elemento x~! em
G tal que xx~! = x~Ix = e.

O lema acima nos diz que a composigao (U, T) — UT associa
a cada par de operadores lineares inversiveis sObre um espago V
outro operador inversivel sdbre V. A composicio é uma operacdo
associativa. O operador idéntico [ satisfaz IT = T1 = T para todo
T e para um T inversivel existe (pelo Teorema 7) um operador li-
near inversivel -1 tal que T7-! = T-1T = [. Portanto o conjunto
dos operadores lineares inversiveis s6bre V, munido desta opera-
¢do, é um grupo. O conjunto das » X n matrizes inversiveis com a
muitiplicagdo de matrizes como a operagédo é outro exemplo de um
grupo. Um grupo € dito comutativo se satisfaz a condigdo xy = yx
para todos x e y. Os dois exemplos .que demos acima nfo sfo, em
geral, grupos comutativos. Freqilentemente indica-se a operagdo num
grupo comutativo por (x, y) — x + y em lugar de (x, y) > xy e
usa-se entdo o simbolo 0 para o elemento ‘“unidade” ¢. O conjunto
dos vetores de um espago vetorial, com a operagio de adigdo de
vetores, € um grupo comutativo. Um corpo pode ser descrito como
um conjunto com duas operagBes, denominadas adicio e multi-
plicagdo, que é um grupo comutativo em relagfio i adi¢io e no qual
os clementos ndo-nulos formam um grupo comruiativo em relagho
a multiplicagdo, valendo a lei distributiva x(y + 2z) = xy + xz
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Exercicios
1. Sejam T e U os operadores lineares sdbre R definidos por
T(Xl, xz) - (.\';, xl) € U(xl, xq) -.(xl, 0).

(a) Como vocé descreveria T ¢ U geometricamente?

(b) Dar regras como as que definem T e U para cada uma das trans-
formagdes (U + T), UT, TU, T* U=
2. Seja T o (iinico) operador linear sbbre C* para o qual

I-fl - (13 01 i)! Te, = (03 1! l}l T"J = (f, ]s 0)'

T ¢ inversivel?

3: Seja T o operador linear sdbre R® definido por
Tix,, x5, x;) = (3x;, X, — X2, 2%, + X2 + X;).

T & inversivel? Em caso afirmativo, determinar uma regra para 7-' como
a que define T. :

4. Para o operador linear T do Exercicio 3, demonstrar que
(T* — DT — 31) = 0.

5. Seja V o espago vetorial complexo das 2 X 2 matrizes como elementos

complexos. Seja
1 —1
=4 7al

e seja T o operador linear sdbre V" definido por T(4) = BA. Qual é o posto
de T? Descrever T2

6. Seja T uma transformagfio linear de R em R* ¢ seja U uma transfor-
magdo linear de R* em R: Demonstrar que a transformagio linear UT
nfio é inversive!, Generalizar o teorema.

7. Determinar dois operadores lineares 7 ¢ U sdbre R tais que TU = 0
mas UT # 0.

8. Seja ¥ um espago vetorial sbbre o corpo Fe T um operador linear so-
bre V. Se T2 = 0, o que se pode dizer sdbre a relagdo entre a imagem de
T e o nticleo de T? Dar um exemplo de um operador linear T sobre R= tal
que T2 = O mas T = 0, '

9. Seja T um operador linear sdbre O espago vetorial V de dimensdo fi-
nita. Suponhamos que exista um operador linear U s6bre ¥ tal que TU = I.
Demonstrar que T é inversivel e U = T-', Dar um exemplo que mostre
que isto ¢ falso quando ¥ nfio é de dimens#o finita. (Sugestdo: Seja T = D,

.0 operador derivagiio sdbre o espago das fungdes polinomiais.)

10. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja B uma base orde-
nada de V., Construir a base {E’""} para L(V, V) como na demonstra-
¢do do Teorema S, usando ®’ = @&, Entdo EPIE"’ = 7

11. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita e scja T um operador
linear sdbre V. Suponhamos que pdsto(7T?) = pdsto(T). Demonstrar que a

imagem e o nucleo de T sfio disjuntos, isto €, possuem em comum ape-
nas o vetor nulo,
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12. Sejam p, m e n inteiros positivos e F um corpo. Seja V' o espago das
m X n matrizes sObre F e W o espago das p X n matrizes sdbre F, Seja
B uma p X m matriz fixa e seja T a transformaglio linear de ¥ em W defi-
nida por T(4) = BA. Demonstrar gque T ¢ inversivel se, e sdmente se, p = m
e B é¢ uma m X m matriz inversivel,

3.3 Isomorfismo

Se V e W sido espagos vetoriais sobre o corpo F, uma transfor-
magdo linear bijetora (injetora e sobrejetora) T de ¥V em W é deno-
minada um isomorfismo de ¥V em W. Se existir um isomorfismo
de. ¥ em W, diremos que V ¢ isomorfo a W.

Notemos que V € trivialmente isomorfo a ¥V, pois o operador
idéntico é um isomorfismo de ¥ em V. Além disso, se V € isomorfo
a W por meio de um isomorfismo T, entdo W € isomorfo a J uma
vez que T-! é um isomorfismo de W em V. O leitor deverd achar
facil verificar que se ¥V € isomorfo a W e W € isomorfo a Z, entdo
V é isomorfo a Z. Em suma, o isomorfismo € uma relagio de equi-
valéncia sobre a classe dos espagos veteriais, Se existir um isomor-
fismo de ¥V em W, poderemos s vézes dizer que V e W sio iso-
morfos, em vez de dizer que ¥ € isomorfo a W. Isto ndo causard
confusdo alguma porque V € isomorfo a W se, ¢ sdmente se, W
é isomorfo a V. |

Teorema 10. Todo espaco vetorial n-dimensional sébre o corpo
F ¢é isomorfo ao espago F™.

Demonstragdo. Seja V um espago n-dimensional sébre o corpo
F e seja ® = {ay, ..., a,} uma base ordenada de V. Definamos
uma fungio 7 de ¥ em F*, como segue: Se a estd em V, seja T a
n-upla (xj, ..., x.) das coordenadas de « em relagio a base orde-
nada ®, isto €, a n-upla tal que

o = xla]_+ --.+xuan-

Em nossa discuss@o de coordenadas no Capitulo 2, verificamos
que esta T € linear, injetora e leva V sbbre F*,

Para muitos objetivos freqiientemente consideram-se espagos
vetoriais isomorfos como sendo “o mesmo”, apesar de que os ve-
tores e as operagdes nos espagos possam ser bem diferentes, isto ¢,
freqiientemente identificamos espagos isomorfos. Ndo tentaremos
fazer uma longa discussdo sbbre esta idéia no momento mas deixa-
remos a compreensio do isomorfismo e do sentide no qual espagos
isomorfos sio “o0 mesmo” crescerem 2 medida que continuemos
nosso estudo de espagos vetoriais.
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Faremos alguns comentdrios breves, Suponhamos que T seja
um isomorfismo de ¥V em W. Se S é um subconjunto de V, o Teo-
rema 8 nos diz que S é linearmente independente se, ¢ sdmente
se, 0 conjunto 7(S) em W € independente. Portanto, ao decidirmos
se S ¢ independente ndo importa se consideramos .S ou 7(S). A
partir disto vé-se que um isomorfismo “conserva a dimensdo”, isto
¢, todo subespaco de ¥ de dimensdo finita tem a mesma dimensdo
que sua imagem por meio de T. Eis uma ilustragio muito simples
dessa idéia. Suponhamos que A seja uma m X n matriz s8bre o
corpo F. Na verdade demos duas definigGes do espago-solugdo da
matriz 4. O primeiro é o conjunto das a-uplas (x;,..., x,) em F*
que satisfazem cada uma das equa¢des do sistema AX = 0. O se-
gundo ¢ o conjunto das n X | matrizes colunas X tais que AX = 0.
O primeiro espago-solugfio é portanto um subespago de F* e o segundo
¢ um subespago do espago de tbdas as n X 1 matrizes sbbre F.
Agora existe um isomorfismo evidente entre F* e as # X | matri-
zes colunas sdbre F, a saber,

X1

(X1, ..., %) ] .

e
Por meio déste isomorfismo, o primeirg espago-sotugdo de A € le-
vado sdbre o segundo espago-solugio. Estes espagos tém a mesma
dimensdo, portanto se -quisermos demonstrar um teorema sdbre
a dimensio do éspago-solugdo, ndo importard qual espago resol-
vamos discutir. Na verdade, o leitor provavelmente nio objetaria
se resolvéssemos identificar F* com o espago das n X | matrizes.
Poderemos fazé-lo quando f8r conveniente, e quando ndo o for
ndo o faremos.

Exercicios

1. Seja V o conjunto dos nimeros complexos e seja F o corpo dos nime-
ros reais. Com as operagdes usuais, V' € um espago vetorial sébre F, Des-
crever explicitamente um isomorfismo déste espago em R,

2. Seja ¥V um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros complexos e su-
ponhamos que exista um isomorfismo T de ¥ em Cs3. Sejam o, @, a;, @,
vetores em V tais que

Ta; = (1, 0, i) Ta, = (—2, 1 + 4 0),
Ta.l - (_l) 1: l)& Tad = ('J 2; is 3)'

(a) o, estd no subespago gerado por a: € «;?
(b) Seja W, o subespago gerado por «, € a. € seja W, o subespago ge-
rado por o, ¢ «, Qual é a intersegiio de W, com W,? _
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(c) Determinar uma base do subespago de ¥ gerado pelos guatro ve-
tores a;,
3. Seja W o conjunto das 2 X 2 matrizes hermitianas, complexas, isto &,

o conjunto das 2 X 2 matrizes complexas 4 tais que A4,, = A4,; (a barra
indica conjugagiio complexa), Como destacamos no Exemplo 6 do Capi-
tulo 2, W € um espago vetorial sdbre o corpo dos nameros reais, em rela-
¢ilo s operacOes usuais. Verificar que

t+ x y+ J'z]
(x!yszsr)_)[},__fz r_x
¢ um isomorfismo de R* em W.

4. Seja V o conjunto dos numeros complexos considerado como um es-
pago vetorial sGbre o corpo dos nimercs reais (Exercicio 1). Definamos
uma funciio T de ¥ no espago das 2 X 2 matrizes reais, como segue. Se
z = x + iy com x ¢ y nimeros reais, entdio

_1x+ Sy
) —10y x—Ty]’

(a) Verificar que T ¢ uma transformagio linear (real) injetora de V
no espago das 2 X 2 matrizes.

(b) Verificar que T(z,z;)=T(z,)T(z,).

{c) Como vocé descreveria a imagem de I7?

5. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensfio finita sdbre o corpo F. De-
monstrar que ¥ e W séo isomorfos se, ¢ sbmente se, dim ¥ = dim W.

6. Sejam V¥ e W espagos vetoriais sdbre o corpo F e seja U um isomorfis-
mo de V em W. Demonstrar que T — UTU-' é um isomorfismo de L(V, V)
em L(W, W). )

3.4 Representacio de Transformacbes por Matrizes

Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional sdbre o corpo F e seja
W um espago vetorial m-dimensional sébre F. Sejam & = {ay, . .., a
uma base ordenada de ¥ ¢ &' = {6,...,B. } uma base ordenada
de W. Se T é uma transformag@o linear arbitraria de ¥ em W, entdo
T é determinada por seu efeito sdbre os vetores a;. Cada um dos »
vetores Ta; pode ser expresso de modo tnico como uma combina-
¢ao linear

(3-3) Ta; = T Aif;

y=]

dos 8, sendo os escalares A;j,..., 4.; as coordenadas de Ta; em
relagio & base ordenada @®@'. Conseglientemente, a transformagfo
T é determinada pelos mn escalares A;; por meio das férmulas (3-3).
A m X n matriz 4 definida por A(i, j) = Ai; € denominada a ma-
triz de 7 em relaciio ao par de bases ordenadas ® ¢ ®'. Nosso tra-
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balho imediato ser o de compreender explicitamente como a matriz
A determina a transformacdo linear 7.
Se o« = x101 + ... + xpan € um vetor em ¥, entido

Ta = T Ex,a,-)

=1

= 2 x{Ia,)
Jw1

= EC,' zZ A;jﬁ.'
Jaml (=1

m R

=2 (T Ayx ﬁ,-.)
fmiNj=]

Se X € a matriz das coordenadas de « em relagdo 4 base ordenada &,

o cilculo acima mostra que AX é a matriz das coordenadas do vetor

Ta em relagio 4 base ordenada ®’, uma vez que o escalar

Z Aijx;
J=1
¢ o elemento da i-ésima linha da matriz coluna AX. Observemos
também que se A € uma m X n matriz arbitraria s6bre o corpo F
entdo

" " n
(3-4) T( Zxe;)=2 (2 A,-,-x),-ﬁ.-
Jm1 tm]l Njiml '
define uma transformagfo linear T de ¥V em W, cuja matriz € A,
em relagdo a ®, ®’. Resumindo formalmente:

Teorema 11. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sébre o
corpo ¥ e W um espago vetorial m-dimensional sébre F. Seja 8 wna
uma base ordenada de V e 8’ uma base ordenada de W. Para cada
transformacdo linear T de V em W, existe uma m X n matriz A
sébre o corpo F, a matriz de T em relacdo a ®, ®', tal que

[Talg = Aldlg
para todo vetor o em V. Além disso, T — A é uma correspondéncia
bijetora entre o conjunto das transformagées lineares de V em W
e o conjunto das m X n matrizes sébre o corpo F.

Suponhamos agora que T e U sejam transformagdes lineares de
Vem W e que a matriz de T emrelagio a &, @ seja 4 ¢ a matriz de
Vemrelagdo a ®, ®' seja B. Qual & a matriz correspondente a (T + U)?
Isto € respondido facilmente, pois se @ = xja1 + ... + Xaon
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(T + U) (@) ~ Ta + Ua

_3 (AN + 2 (2 B,,x,) 8;

=1 \f=1 fml \jm=1

m n
= X z (A,',- + B{,’)Xj) 8.
f=1\jim]

Assim a matriz de T + U em relagio a &, &' é a soma das matri-
zes A e B. Anilogamente, pode-se verificar com facilidade que se ¢
é um escalar arbitrério entdo a matriz de (¢T) € cA. Estas duas obser-
vagdes nos dizem que a correspondéncia entre transformagdes linea-
res ¢ matrizes definida por ® e &’ € linear.

Usando o que sabemos sdbre multiplicagio de matrizes, a li=
nearidade da representagdo por matrizes pode ser vista como segue:
Suponhamos que a matriz de T em relagio a ®, ®' seja 4 ¢ que a
matriz de U em relagdo ao mesmo par seja B. Se « € um vetor arbi-

trario em V,
[Ta]lg = Alalg
[Ualg = Blalg

¢ como sabemos que
(cA + B)X = cAX + BX
temos [cTa + Ualgy = (¢4 + B) [alg

Portanto, deve-se ter que c4A + B é a matnz de ¢T + U em rela-
¢do ao par &, &',

Teorema 12. Seja V um espacgo veiorial n-dimensional sibre o
corpo F e seja W um espago vetorial m-dimensional sébre F. Para
cada par de bases ordenadas ®, ®' de V e W, respectivamete, a fun-
¢éio que associa a uma transformacdo linear T sua matriz em rela-
¢do a ®, ®' é um isomorfismo entre o espaco L(V, W) e o espago das
m X n matrizes sébre o corpo F.

_ Demonstragdo. Observamos acima que a fungfio em questdo é
linear e, como estd enunciado no Teorema 11, esta fungéo € injetora
e leva L(V, W) sbbre o conjunto das m X # matrizes.

Estaremos particularmente interessados na representagido por
matrizes de transformacdes lineares de um espago em si mesmo, isto €,
operadores lineares s6bre um espago V. Neste caso, é mais conve-
niente usar a mesma base ordenada em cada caso, isto €, tomar
® = ®', A matriz representante serd entio denominada simples-
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mente a matriz de 7 em relaciio a base ordenada ® Como &ste con-
ceito serd muito importante para nds, recordaremos sua definigio.
Se T é um operador linear sdbre o espaco vetorial V de dimensdo
finita e 8 = {ay,..., a,.} é uma base ordenada de V, a matriz
de T em relagdo a ® € a n X n matriz A cujos elementos A,; sdo

definidos pelas equagdes

(3-5) Ta; = X A,-,-a.', j = lI,...,n
i=1

Deve-se ter sempre em mente que esta matriz que representa T de-
pende da base ordenada ® e que existe uma matriz que representa 7
em relagdo a cada base ordenada de V. (Para transformacdes de
um espago em outro a matriz depende de duas bases ordenadas,
uma de V e uma de W.) Para ndo esquecermos esta dependéncia,
usaremos a notagio

[T

para a matriz do operador linear T em relagio 4 base ordenada 8.
A maneira como esta matriz e a base ordenada descrevem T & que,
para cada « em V,

(Ta]lg = [T)glels.

Exemplo 9. Seja ¥V o espago das n X 1 matrizes~colunas sb-
bre o corpo F; seja W o espago das m X 1 matrizes sBbre F; seja
A uma m X n matriz s6bre F, fixa. Seja T a transformacfo linear
de ¥ em W definida por 7(X) = AX. Seja ® a base ordenada de
V andloga 4 base candnica em F®, isto é, 0 i-ésimo vetor em ® € a
n X 1 matriz X; com 1 linha i e com todos os outros elementos
nulos. Seja ® a correspondente base ordenada de W, isto é; o j-ésimo
vetor em ®" € a m X 1 matriz Y; com 1 na linha j e com todos
0s outros elementos nulos. Entio a matriz de T em relagdo ao par
®, &’ € a prépria matriz A. Isto é evidente, pois a matriz AX; é a
J-ésima cohina de A. |

Exemplo 10. Seja F um corpo e seja T o operador sbbre F?
defihido por

T(xls x2) = (xls 0)'

E ficil ver que T € um operador linedr s8bre F7. Seja ® a base orde-
ndda candnica de F?, @ = {¢, e2}. Ora,
Te = I(1, 0) = (1, 0)
Te = T, I) = (0, 0)

leg + Oeg
O¢; + Oep

il
[
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de modo que a matriz de T em relagdo a base ordenada ® €

[T](B=[3) g .

Exemplo 11. Seja V o espago das fungSes polinomiais de R
em R da forma

f(x) = co + 1x + cax? + 3x3

isto é, o espago das fungdes polinomiais de grau menor ou igual a 3.
O operador derivagdo D do Exemplo 2 leva ¥ em ¥, pois D dimi-
nui o grau. Seja ® a base ordenada de V formada pelas quatro fun-
cdes f1, [, f3, fa definidas por fi(x) = x’~%, Entdo

(DfiXx) = 0, Dfy =0fi +0fz + 0fs + 0f
DfYx) = 1, D= 11+ 0fz +0fs + 0fs
(Dfa)x) = 2x, Dfs = 01 + 2fz + Ofs + 0fs
(DFfe)(x) = 3x2, Dfy = 0fi + Of: + 3fs + Ofs

de modo que a matriz de D em relagio & base ordenada ® €
01 00
0020
Ple =10 0 0 3
0O 0 00

Vimos o que acontece ¥s matrizes representantes quando as
transformagBes sio somadas, a saber; que as matrizes se somam.
Gostariamos agora de perguntar o que acontece quando compomos
transformagBes. Mais especificamente, sejam V, W e Z espagos veto-
riais sdbre o corpo F, de dimensdes n, m ¢ p, respectivamente. Seja
T uma transformagdio linear de ¥ em W e U uma transformagio
linear de W em Z. Suponhamos que existam bases ordenadas

® = {a.ls see san}s ® = {ﬂl; .y ﬁm}sem” = {'Yl’ * .. 37?}
para os espacos V, W e Z, respectivamente. Seja 4 a matriz de T
em relagio ao par @, & ¢ B a matriz de U em relagdo a0 par ®’,
@', E facil ver entdo que a matriz C da transformagdo UT em rela-
¢io ao par ®, ® & o produto de B por A, pois se & € um vetor ar-

bitrario em V
[Talg: = Alalg
(U(T))g = BlTalg:
¢ entdo [(U T)(a)]@n = BA[&](B

logo, pela definicio e unicidade da matriz representante, temos.
necessidriamente, C = BA. Isto também pode ser visto efetuando
os célculos
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(UT)a)) = UTw))
= U EAI:J‘BI:)

ke ]

= 2 A,{UBY)

kEwm]

m 4
= EA;,,' z Bﬂ;‘Yi

¥ -] m
= % Z BuArs ) v

imlNtm]
de modo que temos
(3-6) Cii = 2 BuAy;.
= |

A definicdo (3-6) de multiplicagio de matrizes foi motivada por
meio de operagdes sObre as linhas de uma matriz. Vé-se aqui que
uma motivagfo bastante forte para a defini¢io encontra-se na com-
posicio de transformacdes lineares. Resumindo formalmerite:

Teorema 13. Sejam V, W e Z espacos vetoriais de dimensdo
finita s6bre o corpo F; seja T uma transformagio linear de V em W
e U uma transformaédo linear de W em Z. Se &, &' e ®'' sdo bases
ordenadas dos espacos V, W e Z, respectivamente, se A é matriz de
T em relagdo ao par ®, &' e B ¢ a matriz de U em relacdo ao par ®',
®"’', entdo a matriz da composta UT em relagdo ao par &, ®" é a ma-
triz produto C = BA.

importante notar que se T e U s3o operadores lineares sé-
bre um espago ¥ e se esiamos usando apenas uma base ordenada ®,
entdo 0 Teorema 11 toma a forma simples [UTlg = [Ulg [Tle.
Assim, neste casq, a correspondéncia que ® determina entre operar
dores lineares e matrizes é néio $dmente ‘um isomorfismo de espago
vetorial mas conserva também produtos. Uma conseqiiéncia sim-
ples disto € que o operador linear T € inversivel se, e sdmente se,
[T)e € uma matriz inversivel. De fato, o operador idéntico I € re-
presentado pela matriz unidade em relagido a qualquer base orde-
nada, portanto

Ur =TU =1
¢ equivalerite a |

[UlalTls = (TlalUle = 1.
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Evidentemente, quando T ¢ inversivel
— -1
[T-Y)g = [T]) @,

Gostarjamos agora de perguntar o que acontece com as matri-
zes representantes quando mudamos a base ordenada. Para efeito
de simplicidade, consideraremos esta equagiio apenas para operado-
res lineares sGbre um espago ¥, de modo que possamos usar uma

dnica base ordenada. A questdo especifica € a seguinte: seja T um
operador linear sdbre o espago de dimensdo finita V e sejam a

® = {al,...,an} e ® = {ai,...,a;}
duas bases ordenadas de V. Qual € a relagio entre as matrizes [T]g
e [T)@? Como observamos no Capitulo 2, existe uma tinica # X 1t
matriz (inversivel) P tal que

(3-7) [e]lg = Pla]w

para todo vetor « em V. Por defini¢io

(3-8) | (Telg = [Tlgle)s.

Aplicando (3-7) ao vetor Ta temos

(-9 [Talg = PlTa)g.

Combmando (3-7), (3-8) e (3-9), obtemos
(T)g Pla]ar = PlTalg-

ou P[Tls Plely = [Tale
e entdo € necessdrio que
(3-10) [Tlg = P[T]gP.

Isto responde nossa pergunta.

Antes de enunciarmos formalmente éste resultado, observemos
um fato. Existe um tnico operador linear U que leva & s6bre ®’
definido por '

Ua,-=a},‘j=l,...,n. _
Este operador U ¢ inversivel uma vez que leva uma base de V sb-
bre uma base de V. A matriz P (acima) € exatamente a matriz do
operador U em relagio i base ordenada ®. De fato, P € definida por

n
of = 2 Pioy
{Tw |

e como Ua; = aj, esta equagdo pode ser escrita como

"
Ua:' = E’ P-j'ja;’-
f=1

Portanto P = [U]g por definigio.



92 TRANSFORMAGOES LINEARES

_ Teorema 14, Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita s6-
bre o corpo F e sejam
(B - {al’--c,an} [+ &r = {ai,o.o,a;}

bases ordenadas de V. Suponhamos que T seja um operador linear
sébre V. Se P é an X n matriz que exprime as coordenadas de cada
vetor de V em relaciio a ® em térmos de suas coordenadas em rela-

¢do a ®', entio

[Tlgr = P~ [T]wP.
Alternativamente, se U é o operador inversivel sobre V definido por
Ua; = a},j =1,..., n, entao

[Tl = (Vg [TelVlg.

Exemplo 12. Seja T o operador linear sdbre R® definido por
T(x1, x2) = {x1, 0}. No Exemplo 10 mostramos que a matriz de T
em relagdo i base ordenada candnica & = {el, eg} é

[Tlg = [(l) g] .

Suponhamos que ® se¢ja a base ordenada de R? formada pelos ve-
tores ¢f = (1, 1}, e2 = (2, 1). Entdo

€ T €

20 + @

[1 2] _
I 1
Efetuando cdlculos simples obtemos

1 2
—1_
F ‘[1—1

[Tlg = PTIgP

—1 2‘1012]
1 —1]lo ofl1 1

&)
€2
de modo que P é a matriz

P

Assim

__[1 711 2
=1 1 -tflo o

[—-1 77
1 2

Podemos verificar facilmente que isto estd correto porque
Tei = (1,0) = —e1 + €
Te; = (2,0) = —2¢, + 2e.
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Exemplo 13. Seja V o espago das fungdes polinomiais de R em
R, de “grau” menor ou igual a 3. Como no Exemplo 11, seja D o
operador derivagéio sdbre V e seja

| & = {f1, fo.fs. fu}
a base ordenada de V definida por fi(x) = x*~!. Seja ¢ um nimero
real e definamos gidx) = (x + )*"1, isto &,

g1 = N
g2 = th + fa
B=1i+ 2+ 5
g8 = B3f1 + 32 + 34fs + fa
Como se pode ver facilmente, a matriz
1 ¢ 1 £
0 I 2t 3¢?
P=1]10 0 1 3
0 0 O 1
é inversivel com
] —t ¢t —*132
-1 _ 10 1 —2 3¢
=10 o 1 —3

0 0 0 1

portanto decorre que &' = { £1, 82, 83, 34} € uma base ordenada de
Y. No Exemplo 11, ficamos sabendo que a matriz de D em rela-
¢do a base ordenada ® £

01 00
1o o0 2 0
Pl =10 0 0 3|
0000 _
A matriz de D em relagio & base ordenada &’ é portanto
"1 —t t? o1 0070°L ¢ 2 83
- 10 1 =2 32110 0 2 0|0 1 2t 3¢%
PoDleP =19 o 1 —3¢|looo3||loo 1 3
0o 0 0o 14loooojloo o 1
1 —t¢ t? 7|0 b 2t 3t
_]lo 1 —2 312110 0 2 6t
(0 0 1 —3 00 0 3
0 0 o 1 Jloo o0 o0
01 00
_loo20]
~ 10 0 0 3
0000
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Assim D € representado pela mesma matriz em relagio as bases
ordenadas ® ¢ ®'. Evidentemente, istc pode ser visto um pouco
mais diretamente pois

.Dg]_ = 0
Dg, = g
Dgy = 2g,
Dgy, = 3gs.

£ste exemplo ilustra um fato interessante. Se se conhece a matriz
de um operador linear em relagiio a alguma base ordenada ® e quer-
se determinar a matriz em relagdo a outra base ordenada ®’, fre-
qiientemente o que mais convém € efetuar a mudanga de coordena-
das usando a matriz inversivel P; contudo, pode ser muito mais
facil determinar a matriz representante recorrendo diretamente a
sua definigéo. |

Definiciio. Sejam A e B n X n matrizes (quadradas) sébre o corpo
F. Dizemos que B ¢ semelhante a A sdbre F se existe wna n X n
matriz inversivel P sébre F tal que B = P~1AP.

De acérdo com o Teorema 14, temos o seguinte: Se V é um
espago vetorial n-dimensional sdbre F e ® e &’ sio duas bases orde-
nadas de ¥, entdo, para cada operador linear T sdbre V, a matriz
B = [T]g, € semelhante 4 matriz 4 = [T]g. O argumento também
vale no outro sentido. Suponhamos que A ¢ B sejam n X n matri-
zes e que B seja semelhatte a 4. Seja ¥ um espago vetorial n-dimen-
sional arbitrério s8bre F e seja ® uma base ordenada de V. Seja T
o operador linear sdbre ¥ que ¢ representada em relagio i base @&
por A. Se B = P~14P, seja ® a base ordenada de ¥ obtida de ®
por meio de P, isto é,

af = Z P
fm1
Entdo, a matriz de T em relagio & base ordenada ® sera B.

Assim, a afirmagdo de que B € semelhante a A significa que
em cada espago n-dimensional sdbre F as matrizes 4 ¢ B represen-
tam a mesma transformagiio linear em relagio a duas bases orde-
nadas {possiveimente) distintas, .

Notemos que téda n X n matriz 4 é semelhante a si mesma,
bastando tomar P = I; se € semelhante a A4, entio 4 é semelhante
a B, pois, B = P~'AP implica que 4 = (P~1)~1BP~!; se B & se-
melhante a A e C ¢é semelhante a B, entio C ¢é semelhante a A, pois
B = P-i4Pe C = Q-'BQimplicam que C = (PQ)~ ! A(PQ). Assim,
a semelhanga € uma relagio de equivaléncia sdbre o conjunto das
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matrizes sObre.o corpo F. Notemos também que a Unica matriz
semelhante 3 matriz unidade 7 é a prépria / e que a tnica matriz
semelhante 4 matriz nula € a prépria matriz nula.

Exercicios

1. Seja T o operador linear sdbre C? definido por T(x;, x.) = (x,, 0). Seja
® a base ordenada candnica de C2 e seja ® = {al, a,} a base ordenada
definida por a; = (1, i), a; = (—i, 2).

(a) Qual é a matriz de T em relagio ao par &, ®’7

(b) Qual é a matriz de 7 em relagiio ao par ®’, ®? _

() Qual é a matriz de T em relacio a4 base ordenada ®'?

(d) Qual € a matriz de T em relagio & base ordenada { e, a; } ?

2. Seja T a transformagéio linear de R: em R? definida por
T(xy, x3, x3) = (%3 + Xxa 2x; — Xx,).

(a}) Se ® ¢ a base ordenada candnica de R? ¢ ®' € a base ordenada ca-
ndnica de R32, qual € a matriz de T em relagio ao par ®, ®’7

() Se ® = {oy, an,a;} ¢ & = {5, 8.}, sendo

y = (l, 0; _1): oy = (1!1!1)! o, = (19 0: 0), By = (Os 1): B = (1& 0)

qual é a matriz de T em relacio ao par ®, ®’?
3. Seja T um operador linear s8bre F*, seja 4 a matriz de T em relagiio a
base ordenada candnica de F» e seja W o subespago de F» gerado pelos ve-
tores-colunas de 4. Qual € a relagiio de W com T?
4. Seja ¥V um espago vetorial bidimensional sébre o corpo F e seja Q uma
base ordenada de V. Se T é um operador linear sdbre ¥ e

a b
g = [ ]
demonstrar que T2 — (@ + T + (ad — be)Ml = 0.
5. Seja T o operador linear s6bre R3, cuja matriz em relagiio & base ordenada

candnica ¢
1 21
A= 11}
—1 3 4

Determinar uma base da imagem de T e uma base do micleo de T.
6. Seja T o operador linear sdbre R* definido por
T(xy, x2) = (—xa, Xy)

(a) Qual é a matriz de 7 em relagiio 4 base ordenada candnica de R3?

(b) Qual € a matriz de T em relagio & base ordenada ® = {a;,a.}
sendoa, = (1, 2) e &y = (1, —1)7

(c) Demonstrar que para todo numero real ¢ o operador (T — ef)
¢ inversivel.

(d) Demonstrar que se ® ¢ uma base ordenada gqualguer de R7 ¢
[Tlg = A, entfio 4,34y, # 0.

7. Seja T o operador linear sdbre R3 definido por
T(xy, X2y X3) = (3x; + x5, —2x; + X2, —xy° + 2x; + 4x3).

(a) Qual é a matriz de T em relagio a base ordenada candnica de R*?
{b) Qual é a matriz de T em relagiio & base ordenada

fon. @0 s}
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sendo oy = (ls 09 1)) x; = (—'l, 21 l)v €ay = (29 19 1)?
{¢) Demonstrar que T ¢ inversivel ¢ dar uma regra para 7~' como
a que define T.

8. Seja # um numero real. Demonstrar que as duas matrizes seguintes sfo
semelhantes sdbre o corpo dos nimeros complexos:

cos § -—sen 8] [e"ﬂ 0 ]
sen 4 cos 0 0 e

(Sugestao: Seja T o operador linear sdbre C? que é representado pela pri-
meira matriz em relagio 3 base ordenada candnica. Determinar entio
vetores «; € o, tais que Ta; = eba,;, Ta, = e, € {a:, a:} seja uma
base.)

9. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita sdbre o corpo F e seiam
§ e T operadores lineares sébre V. Perguntamos: quando € que existem
bases ordenadas B ¢ &’ de V tais que {S](B = [T](B,? Demonstrar que tais

bases existem se, ¢ somente se, existe um operador linear inversivel U sf}-
bre V tal que T = USU-1, (Esbdco de demonstracdo: Se [Slg = [T)g seja
U o operador que leva ® sdbre ®’; mostrar que S = UTU—'. Reciproca-
mente se T = USU—?! para algum U inversivel, seja & uma base ordenada
arbitrdria de V e seja Q’ sua imagem por meio de U. Mostrar entdo que
[SJ(B = [T](Bf-)

10. Vimos que o operador linear T sébre R? definido por T(x;, x1) = (x;,0)
¢ representado em relagio & base ordenada candnica pela matriz

_f1 o
A .- [o ol
Este operador satisfaz 7' = T. Demonstrar que se S ¢ um operador linear

sobre R tal que S2 = §, entdo § = 0 ou § = [ ou entéio existe uma base
ordenada ® de R? tal que {Slg = 4 (acima).

11. Seja W o espago das # X 1 matrizes-colunas sbbre um corpo F. Se
A € uma n X n matriz sObre F, entio A define um operador linear L, sé-
bre W por meio da multiplicagdo 4 esquerda: L. (X) = AX. Demonstrar
que todo operador linear sébre W € a multiplicagio 3 esquerda por aigu-
ma n X n matriz, isto é, é L, para algum A.

Suponhamos agora que V seja um espago vetorial-dimensional sé-
bre o corpo F ¢ seja B uma base ordenada de V, Para cada « em V defi-
namos Un = [a]m. Demonstrar que U é um isomorfismo de ¥ em W. Se

T € um operador linear sobre V, entdo UTU" ¢ um operador linear sd-
bre W. Isto significa que UTU™! é a multiplicagio A esquerda por alguma
n X n matriz A, Qual ¢ a matriz 4?

12. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional sdbre o corpo F e seja
® = {al,. . a.} uma base ordenada de V.,

(a) De acdrdo com o Teorema 1, existe um unico operador linear T

sbbre V tal que
Tn'j = Diprs J= 1,...,"—1, Ta, = 0,

Qual ¢ a matriz 4 de T em relacio 4 base ordenada ®”

(b) Demonstrar que 7% = 0 mas 7! = 0.

(c) Seja S um operador linear arbitrario sobre ¥ tal que S$* = 0 mas
$** # 0. Demonstrar que existe uma base ordenada &' de ¥ tal que a ma-
triz de § em relagfio 4 base ordenada ®’ é a matriz 4 da parte (a).
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(d) Demonstrar que se M e N sdio n X n matrizes sObre F tais que
Mt = N» = O mas M"' 3 0 3¢ N*' entio M e N siio semelhantes.

13. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdio finita sébre o corpo F ¢
Seja 7 uma transformagfio linear de J em W. Se

. (B-{ﬂl,.-.,aa}e@'-{611"'9ﬂﬂl}
sdo bases ordenadas de V¥ ¢ W, respectivamente, definamos as transforma-
¢Oes lineares EP¢ como na demonstragio do Teorema 5: EP%(e;) = 8:ofp.
Entdo as £29, 1 < p<m, 1 < g £ n, formam uma base de (LV, W),
e portanto .

T= I I A,Er
p=1 g=1
para certos escalares A, (as coordenadas de T em relagdio a esta base de

L(V, W). Mostrar que a matriz com elementos A(p,q) = A, € exatamente
a matriz de T em relacgio ao par ®, ®'.

3.5 Funcionais Lineares

No estudo de um espaco vetorial ¥ sdbre o corpo F, as trans-
formagdes lineares de ¥ em F tém interésse suficiente para mierece-
rem um nome especial, funcionais lineares. Num sentido rigoroso,
niio deveriamos falar de transformacdes lineares de ¥ em F, porque
F ndo é um espago vetorial. Deveriamos falar de transformag3es
lineares de ¥ em F!; no entanto, da mesma forma que dizemos que
¥ & um espago vetorial sdbre F, diremos que F é um espago vetorial
sdbre F, isto é, usaremos o simbolo F tanto para o corpo como
para o espdgo Fl.

Definicio. Se V é um espago vetorial sobre o corpo.F, um fun-
cional linear sdbre V é uma transformagdo linear de V em F. O es-
pago L(V, F) de todas as funcionais lineares serd indicado por V*
e denominado o espago dual de V. _

Se se quer comegar do inicio, um funcional linear sdbre V €
uma fungdo f de ¥V em F tal que

flea + ) = cf(@) + f(B)
para quaisquer vetores « ¢ S em V e qualquer escalar ¢ em F. O con-
ceito de “funcional linear’” & importante ¢ tem muitas aplicag3es.
Teremos tempo de tocar em apenas algumas destas aplicagdes. Des-
creveremos abaixo pelo menos a forte relagdo entre funcionais linea-
res, equacles lineares e coordenadas.

Exemplo 14. Seja V um espago vetorial de dimenséo finita s8-
bre o corpo F e seja ® uma base ordenada de V. A fungio f; que
associa a cada vetor « em ¥V a i-ésima coordenada de a em relago
3 base ordenada @ € um funcional linear s6bre V. Discutiremos abaixo
gste exemplo com alguns detalhes.
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Exemplo 15. Eis um exemplo importante de funcional linear.
Seja n um inteiro positivo e F um corpo. Seja ¥ o espago vetorial
das n X n matrizes sGbre F. Se 4 estd em ¥, o trago de A € o escalar

trd = Au + A2 + ... + Aun.

A fungdo trago € um funcional linear sdbre V, pois

tr(cA + B) =  (cAi; + By)

=]

='-CEA1‘;‘+EB;;

fm] =]

= cftr(4)] + tr(B).

Exemplo 16. Seja ¥ o espago vetorial das fungdes polinomiais
do corpo F em F. Seja t um elemento de F. Se definirmos

L{p) = p(1)
entdo L, serd um funcional linear sdébre V. Geralmente descreve-se
isto dizendo que, para cada ¢, o cdlculo do valor em ¢ é um funcional
linear sdbre o espaco das fungSes polinomiais.

‘Se V € de dimensédo finita podemos obter uma descrigio bas-
tante explicita do espago dual V*. Pelo Teorema 5 sabemos alguma
coisa sbbre o espago V*, a saber, que

dim V* = dim V.

Seja @ = {ay, ..., o, } uma base de ¥. De acérdo com o Teorema
1, existe (para cada /) um inico funcional linear f; sdbre V tal que

(3—11) filay) = &,

Desta maneira obtemos a partir de 8 um conjunto de n funcionais
lineares distintos fi, ..., f, sdbre V. Estes funcionais também sio
linearmente independentes. De fato, suponhamos que

(3—12) f=2%cf
im=m]
Entdo
fla)) = %lcif {a;)
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Em particular, se f € o funcional nulo, f(a;) = 0 para cada j, logo,
os escalares ¢; séo todos nulos. Ora, fj, ..., f, sdo n funcionais li-
nearmente independentes ¢ como sabemos que V* tem dimensdo n,
devemos ter que ®* = {fl, - ,f;..} € uma base de V*. Esta base

é dita a base dual de &,

Teorema 15. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sébre
ocorpoFeseja® ={ay, ..., a,,} uma base de V. Entdo existe uma

tnica base dual 8" = {f, .. .s fu} de V* tal que fia;) = 8.;. Para
cada funcional linear f sébre V temos

(3—13)  f= I f)fs

im=]

e para cada vetor a em VY temos

(3—14) « = 2 fiodas.

fm ]

Demonstracdo. Demonstramos acima que existe uma tinica base
que ¢é “dual” a ®. Se f € um funcional linear sébre V entio f € al-
guma combinagao linear (3—12) dos f; e, como observamos por
(3—12), os escalares ¢; sdo dados necessiriamente por c¢; = f(a;).

Anilogamente, se

n

a = X Xt
im1

¢é um vetor em F, entio
file) = 2 xiffe)

n
= Z x.-&.-,-
im1

de modo que a inica expressio de « como combinagdo linear dos
o €
n
a = I fia)a.
{a=}

(3—14) nos fornece agora uma maneira satisfatoria de descrever
o que € a base dual, Ela nos diz que se 8 = {ai, ..., @, } é uma
base ordenada de ¥ e &* = {fi, . ..+ fa} € a base dual, entdo fi é
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exatamernte a fungdo que associa a cada vetor a em V a j-ésima coor-
denada de « em relagdio 4 base ordenada ®. Assim podemos tam-
bém chamar as f: de fungdes coordenadas para ®. A férmula (3—13)
quando combinada com (3—14) nos diz o seguinte: Se f estd em V'*
e f(ai) = ai, entdo se

a = X1 + ... + Xnan
temos
(3—15) Jl@) = aixy + ... + au,xa.

Em outras palavras, se fixamos uma base ordenada & de V e des-
crevemos cada vetor em V por sua n-upla de coordenadas (xy, ...,
xn) em relagdo a ®, entdo, todo funcional linear sdbre V é da forma
(3—15). O leitor certamente notara que esta é exatamente a repre-
sentagio de f que obtemos aplicando a f nossa representagdo ma-
tricial geral de transformagdes lineares; isto &,

[ar a2 ... a.]
¢ a matriz de f em relagdo as bases ordenadas ® de V e {1} de F.

E particularmente importante notar que todo funcional linear f sb-
bre o espago F* das n-uplas € da forma |

flx1, ooy, x) =ax; + ... + auxa

onde ay, ..., a. 80 n escalares fixos em F.

Uma questdo que surge naturalmente neste ponto € se tdda
base de ¥* € a base dual de alguma base de V. Isto ocorre e, para
ver por que, investigaremos rapidamente o espago V** = (V*)*
dual do espago V*. Se a € um vetor arbitrdrio em V, a fungio Lo«
s8bre V* definida por

(3—16) LAf) = f(a)
¢ um funcional linear sébre V*, pois
Licf + 8 = (¢f + g)()
= ¢f(@) + gle)
= cL(f) + Lug).

Demonstraremos agora que todo funcional linear s8bre V* € da
forma (3—16) para algum @ em V.

Lema. Seja V wm espaco vetorial de dimensdo finita s6bre o corpo
F. Se o é um vetor ndo-nulo em V, existe um funcional linear { sbre

V tal que f(a) » 0.

Demonstracdo. Como a # 0 existe uma base {al, ceey a,} de
V tal que oz = a. Se {fi, ... , fa} € a base dual, entfio fi(a) = 0.



FUNCIONAIS LINEARES 101

Teorema 16. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sdbre
o corpo F. Para cada vetor « em V definamos
Lf) = f(@), f em V¥,

A aplicagio « — L, é entdo um isomorfismo de V em V**,

Demonstragéio. Mostramos que para todo « a fungo L, ¢ linear,
Suponhamos que « € 8 estejam em ¥V, cestejaem Fe sejay = ca +
+ A. Entio, para todo f em V*

L{f) =/t
= flca + )
= of(@) + f(8)
= cLa(f) + Lo(f),

portanto L, =cL, + L,

Isto mostra que a aplicagio a« — L, € uma transformagéo linear de
¥V em V** Esta transformagio € ndo singular, pois de acérdo com
o Lema acima L, = O se, e somente se, « = 0. Portanto a — L,
¢ uma transformagfio linear nao-singular de ¥ em F**, e como

dim V** = dim V* = dim V
o Teorema 9 nos diz que esta transformagdo € inversivel, sendo por-
tanto um isomorfismo de Vem V**

Coroldrio. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sébre
o corpo F. Se L é um funcional linear sébre o espaco V* dual de V,
entdo existe um tinico vetor a em V tal que

L) = fle)

[

para todo [ em V*.

Coroldrio. Seja YV um espago vetorial de dimensdo finita sobre o
corpo F. Tdda base de V* ¢ a dual de alguma base de V.

Demonstra¢do. Seja ®&* = {fl, cee, fu} uma base de V*, Pelo
Teorema 15, existe uma base { Ly, . . ., L.} de V** tal que

L{f;) = 6.
Usando o coroldrio acima, para cada 7 existe um vetor o, em ¥ tal que
L{f) = fla) -

para tdda f em V*, isto é, tal que L; = L,:. Decorre imedjatamente
que {ay, ..., o, } € uma base de ¥ e que B* é a dual desta base.

Exemplo 17. Seja V o espago vetorial das fungdes polinomiais
de R em R, de grau menor ou igual a 2, Sejam ¢, f2 e {3 trés quais-
quer numeros reais distintos e seja
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L{p) = p(1).
Entdo L,, L; e Lz sio funcionais lineares sébre V. Estes funcionais
sdo linearmente independentes; de fato, suponhamos que

L = C]L1 + Csz + c3ly.

Se L = 0, isto &, se L(p) = O para todo p2 em V, entdo, aplicando
L 3s “fungées” polinomiais particulares 1, x, x?, obtemos

cr + 2+ c3 =0
I.}Cl + tg(‘z + I:g(‘:; =0
1icr + tacz + tzey = 0.

Disto decorre que ¢; = ¢z = ¢z = (0, pois (como mostram alguns
cdiculos simples) a matriz
L
I3

¢ inversivel quando ¢, #2 e f4 sdo distintos. Portanto, os L; s&o inde-
pendentes e como V tem dimensdo 3, &stes funcionais formam uma
base de V_*. Qui}l ¢ a base de ¥ cuja dual € esta? Tal base \ p1, p2, psy
de V precisa satisfazer

Ld{p;) = b
ou
_ Pj(!';') = dij.
Estas fungdes polinomiais sdo, como s¢ vé facilmente,
=) (x — n)
) = (h — ) (6 — 13)
_x =) x — &)
PN = Gy — 1)
— t — 1.
pax) = E X T )

(ts — 1) (13 — t2)

A base {p\, pa, pa | de ¥ é interessante porque, de acérdo com (3—14),
temos, para cada pem V,

p = pt)pr + plea}pe + p(t3)ps.
Assim, se ¢, ¢2 € ¢3 40 niimeros reais arbitrarios, existe exatamente
uma fungiio polinomial p sdbre R de grau menor ou igual a 2 que
satisfaz p(r;) = ¢;, j = 1, 2, 3. Esta funco polinomial é p = ¢;py +
+ c2p2 + Capa.
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Exercicios
1. Em R, Sejam o = (]9 09 1)9 az = (0, 1, —2), oy = (—1, —1, 0)-
(a) Se f £ um funcional linear sobre R, tal que
f(ﬂl) = 1, f(ﬂz) = —I, f{a’.i) = 3,

e se a = (a, b, ¢), determinar f(x).
(b) Descrever explicitamente um funcional linear f s6bre R: tal que

flay) = fla)) = 0 mas fix;) = 0.
(c) Seja fum funcional linear arbitrdrio tal que

fler) = flas) = 0 e fla;} = 0.
Se « = (2, 3, —1), mostrar que fle) #= 0.
2. Seja @ = {oy, oy @, } @ base de C* definida por

oy = {1, 0, _l), X, = (1, 1, l), as - (2, 2, 0).
Determinar a base dual de ®.
3. .Se Ae Bsdon X nmatrizes sdbre o corpo F, mostrar que trago (4B) = tra-
¢o (BA). Mostrar depois gue matrizes semelhantes tém 0 mesmo trago.
4. Seja V o espago vetorial das fungdes polinomiais p de R em R gue tém
grau menor ou igual a 2, ou seja,

o) = o + 01 x + cux?

Definamos trés funcionais lineares sébre V' por

) -1
o = [ o dx i = ﬁfp(x) dx  fip) = fu §x) dx.

Mostrar que {fi, fi, £;} € uma base de V* exibindo a base de V* da qual
cla ¢ dual.

5. Se 4 e B sdo n X # matrizes complexas, mostrar que é impossivel ter-se
AB — BA = I

6. De acdrdo com o Exercicio 3, matrizes semelhantes t€m o0 mesmo tra-
¢o. Assim, podemos definir o trago de um operador linear sobre um espa-
go vetorial de dimensdo finita como sendo o trago de qualquer matriz que
represente o operador em relagio a uma base ordenada. Isto estd bem de-
finido uma vez que tddas as matrizes representantes de um operador séo

semelhantes.
Seja agora V o espago das 2 X 2 matrizes sQbre o corpo F e seja P

uma 2 X 2 matriz fixa. Seja T o operador linear sdbre ¥ definido por

T(A) = PA. Demonstrar que trago (T) = 2 trago (P).

7. Sejam f; e f. funcionais lineares sObre um espago vetorial r-dimensio-
nal ¥, Seja N; o nicleo de f;, j = 1, 2, Suponhamos que f, = 0 = f. e
que N, # N, Determinar as dimensdes de cada um dos espagos N,, ¥,
N.:.\N;e N, + N.. '

8. Sejam m e x inteiros positivos ¢ F um corpo. Sejam fi, ..., f. funcio-
nais lineares sbbre F=, Para o« em F* definamos

Ta = (fi(e), ..., fula) ).

Mostrar que T é uma transformacfio linear de F» em Fm. Mostrar entdo
que toda transformagido linear de F» em F* é da forma acima, para certos

foooos fu
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9. Seja ¥ um espago vetorial sdbre o corpo F. Seja f um funcional linear
fixo niio-nulo sébre V ¢ seja N o nicleo de f. Fixemos um vetor o, em V
que nito esteja em N. Demonstrar que para cada « em V existe um escalar
¢eum vetor 3 em N tal quex = ¢ o, + 8. Demonstrar que ¢ e 8 séio (nicos.
10. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sdbre o corpo F e seja
W um subespago de V. Se fé um funcional linear sdbre W, demonstrar que
existe um funcional linear g sobre V tal que gla) = f(a) para todo &« no sub-
espago W.

11. Seja F um subcorpo do corpo dos mimeros complexos e seja ¥ um es-
pago vetorial arbitrario sdbre F. Suponhamos que fe g sejam funcionais
lincares sdbre ¥ tais que a fungiio A, definida por ha) = f{a)g(a) também
seja um funcional linear sdbre ¥. Demonstrar que ou f = 0 ou g = 0.
12. Mostrar que o funcional trago s6bre # X » matrizes € o Unico no se-
guinte sentido: se W € o espago das # X n matrizes sdbre o corpo F e se
S€ um funcional linear sdbre W tal que f(4B) = f(BA) para tddas’as 4 e B
em W, entiio f€ um miltiplo escalar da fungiio trago. Se, além disso, f(I) = n,
entdo f ¢ a fungio trago.

13. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e seja ¥ um es-
pago vetorial de dimensdo finita sébre F. Se «, ..., an S840 um mimero
finito de vetores em ¥, todos diferentes do vetor nulo, demonstrar que existe
um funcional linear fsdbre V tal que

f(cr,‘)#o, [ = 1,...,?"!.

14. Sejam f,, ..., f funcionais lineares sobre um espago vetorial V e seja

N;onicleode f;,/ = 1,..., r. Seja foutro funcional linear sdbre ¥, com

nicleo N. Demonstrar que f é uma combinagio linear de f£,,.... f;, se e

sOmente se, N contém a interse¢io /) N,. (Demonstrar primeiro para r = 1.)
=1

18. Seja W o espago das # X » matrizes sdbre o corpo F e seja W, o sub-

espago gerado pelas matrizes ¢ da forma C = 4B — BA.

Demonstrar que W, € exatamente o subespago das matrizes que tém
teago nulo. (Sugestdo: Qual é a dimensiic do espaco das matrizes de trago
nulo? Usar as “‘matrizes unitdrias”, isto é, as matrizes com exatamente um
elemento ndo-nulo, para construir um mimero suficiente de matrizes linear-
mente independentes da forma AB — BA.)

3.6 Anuladores

O objetivo principal desta segdo € demonstrar que um subespago
W de um espago vetorial V de dimensdo finita é determinado pelo
conjunto dos funcionais lineares fem V* gue se anulam em W. Mais
precisamente, se dim V = n e dim W = r, demonstraremos que exis-
tem (n — r) funcionais lineares f, ..., fa—, em V* tais que W con-
siste exatamente dos vetores « em V que satisfazem fia) = 0, j =
=1, ..., n—r

Definiclo. Se V é um espaco vetorial sébre o corpb FeSéum
subconjunto de V, o anulador de S é o conjunto S°® dos funcionais li-
neares f sébre tais V que f(a) = 0 para todo o em S.
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Deve ficar claro para o leitor que S° € um subespago de ¥V*,
seja S um subespago de ¥ ou ndo. Se S € o conjunto formado ape-
nas pelo vetor nulo, entdo, S = V* Se § = V, entdo S9 € o sub-
espago nulo de V*. (Isto € fécil de ver para o caso em que V € de
dimensdo finita.)

Teorema 17. Seja V um espago vetorial de dimensdo sébre o
corpo F e seja W um subespago de V. Entdo

dim W 4+ dim W? = dim V,

Demonstragdo. Seja k a dimensdo de W e {a;, ..., a3} Uma
base de W. Tomemos vetores ax 41, . . . , @ €M V¥ tais que éah e On}
seja uma base de V. Seja {f1, . . ., fa} a base de V'* que € a dual des-
ta base de V. Afirmamos que {fi+1, ..., fu} é uma base do anulador
de W°, Certamente f; pertence a W¢parai » k + I, porque

filay) = &
ed; =0sei>k+ 1ej<k; disto decorre que, para { >k + 1,
fda) = 0 sempre que a seja uma combinagdo linear deay, ..., ar. Os
funcionais fi41, ..., f» s20 independentes, portanto basta mostrar
que éles geram WO, Suponhamos que f esteja em V'*. Ora,

f=2 lf_‘(a,-)f i
de modo que, se f estd em W9, temos f(a;) = O para i< ke
f= Z faf
Tmk41

Mostramos que se k € a dimens@o de W e n € a dimenséo de V, entdo
a dimensdo de WO & (n — k).

Um fato razoavelmente elementar mas importante s8bre um es-
pago V de dimens#o finita € que se W1 e W, sdo dois subespagos de
V tais que W¢ = Wi, entdo Wy = W, Uma maneira de ver isto
- € investigar o anulador do anuiador de um subconjunto S de V. Se
S é um subconjunto de V, entio, rigorosamente falando, S% = (S%p°
€ um subespago do espago bidual V**; contudo, identificando V**
com V por meio do isomorfismo « — L,, podemos considerar S%
como um subespago de V, isto é, conjunto de todos a em ¥ tais que
f(@) = 0 para todo f em S°.

Teorema 18. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre
o corpo F e sefa W um subespago de V. Entdo W = W,
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Demonstragio. Certamente W € um subconjunto de W9, pois
se « estd em W, entiio f(a) = 0 para todo fem W0 De acdrdo com

o Teorema 17,

dim W + dim W0 dim V

dim W° + dim W = dim V* = dim V
do que segue que dim W = dim W%, Como W estd contido em
W9 temos, necessariamente, que W = W%,

Corelario. Se S é um subconjunto arbitrdriol de V, entdo S ¢ o
subespaco gerado por S.

Demonstra¢do. Seja W o subconjunto gerado por S. Entido
SO = WO, pois se f estd em WO € evidente que f estd em SO e, recl-
procamente, se f estd em SC entdo f(a) = 0 sempre que a é uma
combinagio linear de vetores em S, isto €, f estd em WO, Pelo Teo-
rema 18, W = W e como W% = S° temos S? = W.

Corolario. Se W, e W2 sdo subespagos de V, entdo Wa = W,

se e somente se W3 = W),
Consideremos rapidamente sistemas de equagdes lineares homo-
géneas do ponto de vista de funcionais lineares. Suponhamos ter um

sistema de equagdes lineares
Auxl + ...+ A],;xn = (

Am.lxl + ... '+' Au:nxn =0

cujas solugdes queiramos determinar. Se indicarmos porfy,i = 1,...,
m, o funcional linear s8bre F* definido por

ff(xls sy xﬂ) = Al'lx 1+ v e . + Ainxn
entdo estamos procurando o subespago de F* constituido por todos
a tais que
f.-(a)=0, i=1,...,m.

Em outras palavras, estamos procurando o subespago anulado por
f1s - - -5 fm A linha-redugdo da matriz dos coeficientes nos fornece
um método sistemdtico para determinar 8sse subespago. A n-upla
(Ai1, ..., Ain) dd as coordenadas do funcional linear f; em rela-
¢d0 4 base que € dual da base candnica de F". O espago-linha da
matriz dos coeficientes pode portanto ser considerado como o es-
pago de funcionais lineares gerado por fi, ..., fa. O espago-solugio
€ o subespago anulado por &sse espago de funcionais. Pelo Teo-
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rema I8, isto é o mesmo que dizer que o espago de funcionais
gerado pelas f; ¢ o anulador do espago das solugdes. O que o Teo-
rema 17 nos diz nesse contexto é que a soma do pdsto-linha de 4
com a dimensdo do espago-solugdo é n. Em outras palavras, se A
¢ uma m X n matriz de pdsto-linha r, entio o espago das solu-
¢Oes do sistema homogéneo 4AX = 0 tem dimensdo (n — r).

Agora podemos considerar o sistema de equagdes do ponto de
vista “‘dual”. Isto €, suponhamos que nos sejam dados m vetores
em F*

o = (Aih ey Aiﬂ)

e queiramos determinar o anulador do subespago gerado por €sses
vetores. Como um funcional linear arbitrario sGbre F* tem a forma

f(xls---sxﬂ) = 1X1 + e +Cn-xn

a condi¢do para que f esteja nesse anulador € que

EA;'J'C_,'=0, i=1,...,m
i=1 .
isto é, que (¢, ..., c,) seja uma solugdo do sistema 4X = 0. Sob

éste ponto de vista, a linha-redugdo nos d4 um método sistematico
para determinar o anulador do subespago gerado por um dado con-
junto finito de vetores em F™".

Exemplo 18. Seja W o subespaco de R® gerado pelos vetores
a) = (29 _23 39 4s _]-)s az = (Os 03 _'ls _23 3)9
az = (—1, 1, 2, 5, 2), ay = (L, —1, 2, 3, 0).
Compo se¢ descreve W0 o anulador de W? Formemos a 4 X 5 ma-
triz A com vetores-linhas a;, ag, a3, ay € determinemos a matriz R
linha-reduzida a forma em escada que € linha-equivalente a A;

2 =2 3 4 —17] 1 —1 0 —1 0

A = —1 I 2 5 2 LR = 0 0 1 2 0
- 0 0 —1 —2 3 10 00 01

1 —lI 2 3 0 0 00 00

Se f € um funcional linear sdbre RS,
b

S(x1y ..., X5) = ‘E]c;x,-
. 1=
entfio f estd em W9 se, e sdmente se, fla:) = 0, i = 1, 2, 3, 4, isto
¢, se, ¢ sdmente se,
5
EA.‘J'CJ-=O, ISIS"’

;=1
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Isto € equivalente a

&
ER;'J'CJ'=0, ISI‘S.}

F=1
ou
01—02-——64=0
c3 + 2c4 = 0
05=0.

Obtemos todos ésses funcionais lineares atribuindo valores arbitrd-
rios a ¢z € ¢4, por exemplo, 2 = a ¢ ¢4 = b e depois calculando
os correspondentes ¢; = a + b, ¢z = —2b, ¢5 = 0. Portanto, W?°
consiste de todos os funcionais lineares f da forma

S(x1, x2, X3, x4, X5) = (@ + b)x; + axa — 2bxs + bxs.
A dimensio de W0 & 2 e pode-se encontrar uma base {f, fz} de
We tomando primeiro @ = 1, b = 0 e depois a = 0, b = I:

fl(xls- 'y x5) = Xi + X2
Solxt, .oy Xx5) = x1 — 2x3 + x4.
Um f arbitrdrio em WO € f = af; + bfz. O fato de que W = W
significa exatamente que W consiste de todos os vetores a = (x),
X2, X3, X4, Xg) que satisfazem fi(a) = fo(a) = O, isto €, todos «
tais que
X1 + X2 0
X1—2x3 + x4 =0
O leitor deve notar que esta é a descrigio explicita de W que demos
no Capftulo 2, (2-25).

Exercicios
1. Sejam a, = (1,0, —1, ) e a. = (2, 3, 1, 1) & seja W o subespago de
R gerado por a, e a. Quais funcionais lineares f,

f(xlg Xy Xy, x;) = Xy + Cax; + C3X; + €4X,,

estio no anulador de W7
2, Seja W o subespago de Rs gerado pelos vetores

ay = ¢ + 2¢; 4 €5, o; = &, + 3e; + 3¢, + ¢4
a3=61+4!2+6¢3+44£+éa.

Determinar uma base de W°.
3. Seja V o espago vetorial das 2 X 2 matrizes sdbre o corpo dos ndmeros

reais e seja
2 -2
B = [—1 l]'
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Seja W o subespago de ¥V que consiste de tddas A4 tais que AB = 0. Seja
f um funcional linear sdbre V que esteja no anulador de W, Suponhamos
que fil) = 0e fIC) = 3, sendo 7 a 2 X 2 matriz unidade e

c=[8 7]
Determinar f(B).

4. Seja F um subcorpo do corpo dos numeros complexos. Definamos n
funcionais lineares sdbre Fi™(n > 2) por

n
fk(xls re sy Xﬂ) - 'El(k _}I)x.fs l S k s H.
J-

Qual ¢ a dimensdio do subespago anulado por fi,..., fi?

8. Seja # um inteiro positivo ¢ F um corpo. Seja W o conjunto de todos
os vetores (xy,..., Xa») €m F" tais que x; + ... + xu = 0.

(a) Demonstrar que W° consiste dos funcionais lineares f da forma
”n
f(xl, ey x,.) = C. EIXJ‘.
.’ E 3
(b) Mostrar que o espago W* dual de W pode ser identificado de ma-
neira “natural” com os funcionais lineares
S ooy Xa) = 00Xy 4 ..t CoXy
sdbre F» que satisfazem ¢c; + ... + ¢ = 0.

6. Se V é um espago vetorial sdbre o corpo F, definamos um hiperplano
em V como sendo o ndcleo de um funcional linear ndo-nulo s8bre V. Se
¥ é de dimens#io finita, demonstrar que todo subespaco de ¥ € a interseglio
de um numero finito de hiperplanos.

7. Sejam W, e W, subespacos de um espago vetorial ¥ de dimensgo finita.

(a) Demonstrar que (W, + W.)* = W¢ M\ W3
(b) Demonstrar que (W, M\ W.)° = W) + W},

3.7 A Transposta de uma Transformacfio Linear

Suponhamos que existam dois espagos vetoriais V' ¢ W sbbre
o corpo F e uma transformagfo linear 7 de ¥ em W. Entdo T induz
uma transformag#io linear de W* em V*, como segue. Suponhamos
que g seja um funcional linear sdbre W e seja

(3-17) fl@) = g(Ta)

para cada o em V. Entdo (3-17) define uma fungdo f de V em F,
a saber, a composta de T, uma fungéio de ¥ em W, com g, uma fun-
¢io de W em F. Como T ¢ g sd0 ambas lineares, o Teorema 6 nos
diz que f também € linear, isto é, f ¢ um funcional linear sbbre V.
Assim T nos fornece uma fungdo T* que a cada funcional linear g
sbbre W faz corresponder um funcional linear f = T'g sbbre V,
definido por (3-17). Notemos também que T* é na verdade uma
transformagdo linear de W* em V*; de fato, se g1 e g2 estdo em
W* e c € um escalar
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(Tcg1 + g2)l(@) = (cgr + g2XTa)
| = cgi(Ta) + goTa)
= (T'g1)e) + (T'g2Xe)

de modo que T'(cg) + g2) = cT'g + T'gs. Fagamos um resumo.

Teorema 19. Sejam V e W espacos vetoriais sébre ¢ corpo F,
Para cada transformacao linear T de V em W existe uma dnica trans-
Jormagdo linear T* de W* em V* tal que

(T"g)a) = g(Ta)

para todos g em W* ¢ a em V.

Denominaremos T* a transposta de 7. Esta transformacdo T*
€ fregiientemente denominada a adjunta de T; no entanto, nio usa-
remos essa terminologia.

Teorema 20. Sejam V ¢ W espacos vetoriais sébre o corpo F e
seja T uma transformacado linear de V em W. O nicleo de T* é o anu-
lador da imagem de T. Se V e W sdo de dimensdo finita, entdo

(i) pésto (T%) = pédsto (T)
(i) @ imagem de Tt é o anulador do niicleo de T.

Demonstragéio. Se g estd em W*, entio por definigio

(T'g)(e) = g(Ta)

para todo « em V. A afirmagio de que g esta no niicleo de 7* signi-
fica que g(Ta) = 0 para todo « em V. Portanto o ntcleo de 7* é
exatamente o anulador da imagem de 7.

Suponhamos que ¥ e W sejam de dimensdo finita, digamos
dim ¥V = ne dim W = n. (i) Seja r o posto de 7, isto é, a dimen-
s80 da imagem de 7. Pelo Teorema 17, o anulador da imagem de T
tem dimensdo (m — r). Pela primeira afirmacio déste Teorema, a
nulidade de T* deve ser (m — ). Mas como 7' € uma transfor-
mac#o linear sdbre um espago vetorial m-dimensional, o pdsto de
Tém—(m—r)=r,logo T'e T" ttm o mesmo pOsto. (ii) Seja
N o niicleo de T. Todo funcional que estd na imagem de T* estd
no anulador de N; de fato, suponhamos que f = Tg para algum
g em W*; entdo, se o estd em N

fla) = (T’g¥a) = g(Ta) = g(0) = 0.
Ora, a imagem de T* é um subespago do espago Y, e
dim N° = n — dim N = pdsto (T) = pdsto (T
de modo que a imagem de T* deve ser exatamente NO,
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Teorema 21. Sejam V e W espagos vetoriais de dimenséo finita
sobre o corpo F. Seja ® uma base ordenada de W com base dual ®*
e seja ®' uma base ordenada de W com base dual 8’*. Seja T uma
transformacdo linear de V em W, seja A a matriz de T em relacio
a ®, &' e sefa B a matriz de T* em relacdo a ®'*, ®*. Entdo B;; = Aj;i.

Demonstragdo. Sejam

(B={a1,...,a,.}, ® = {ﬁlg-«-sﬁm}s
®* = {fl,.,.,f,,}, ®'* = {gl,...-,gm}.

Tg; = 2 Bufi, j=1....m
‘-

Por outro lado,

(T'g;Xa:) = giTas)

= g p> Akiﬁk)

kol

= Z Awig{B:s)
k=1

m
= Z Ak.'5,'k
k=1

= Aj.
Para qualquer funcional linear f sébre V

f = ',%If(ai)fi«

Aplicando esta férmula ao funcional f = T'g; e usando o fato de que
(g)T*(a;) = Aji temos

T'g; = ZA;if:
i=1
do que decorre imediatamente que Bi; = Aj.

Defini¢fio. Se A é uma m X n matriz sébre o corpo F, a trans-
posta de A é a n X m matriz At definida por Al = A;.
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O Teorema 21 afirma portanto que se 7 é uma transforma-
cdo linear de ¥ em W, cuja matriz em relagio a algum par de bases
¢ A, entdo a transformagdo transposta T* é representada em rela-
G40 ao par de bases duais pela matriz transposta A"

Teorema 22. Seja A wma m X n matriz arbitréria sobre o cor-
por F. Entdo o pdsto-linha de A ¢ igual ao pdsto-coluna de A.

Demonstracao. Seja ® a base ordenada candnica de F* e ® a
base ordenada candnica de F™. Seja T a transformagio linear de
F* em F™ tal que a matriz de T em relagfio ao par &, &' seja 4, isto é,

T(xl,‘.-,xn) = (yls-“sym)

onde v = 2 Aix;.

i1
O pbsto-coluna de 4 € o pdsto da transformagiio T, pois a imagem
de T consiste de tddas as m-uplas que sdo combinages lineares dos
vetores-colunas de A.

Em relagio as bases duais &'* e ®*, a aplicagio transposta
T* ¢ representada pela matriz A’. Como as colunas de A‘ sdo as
linhas de 4, vemos. pelo mesmo raciocinio, que o pdsto-linha de A
(0 pdsto-coluna de A*) é igual ao pdsto de T*. Pelo Teorema 20,
T'e T' t¢ém o mesmo pdsto, logo o pdsto-linha de 4 € igual ao pds-
to-coluna de A,

Vemos agora que se A é uma m X n matriz sébre Fe T é a
transformagdio linear de F* em F™ definida acima, entdo

posto (T) = pOsto-linha (4) = pdsto-coluna (A)
e denominaremos &ste nimero simplesmente o posto de A.

Exemplo 19. Este exemplo sera de natureza geral — mais uma
discussdo que um exemplo. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional
sobre o corpo F e seja T um operador linear sdbre V. Suponhamos
que ® = {a1, e ,an} seja uma base ordenada de V. A matriz
de T em relagio 4 base ® &€ definida como sendo a n X # matriz A
tal que

m
Ta; = Z Ao,
i=1
em outras palavras, 4,; € a i-ésima coordenada do vetor Ta; em
relag@o A base ordenada ®&. Se {f,. . . »fn } € a base dual de @, isto
pode ser enunciado simplesmente como
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Ay = flTa)).
Vejamos o que acontece quando mudamos de base. Suponhamos que
® = {ai,.. .,a:.}
seja outra base ordenada de ¥, com base dual { Sise.oofa } Se B
¢ a matriz de 7 em relagdo 4 base ordenada ®', entio
Bi, = (fiTa)).
Seja U o operador linear inversivel tal que Ux; = o';, Entdo, a
transposta de U € dada por U'f = f.. E facil verificar que por
ser U inversivel, U' também o é e (UY)~! = (U-1). Assim
[ =UNYi=1,..., n Portanto
Bi; = (U1 (Ta})
= f(U™'Ta))
=f.-(U'1TUa,').
O que significa isto? Bem, f{U~1TUa;) é 0 elemento i, j da matriz
de U™!'TU em relagio a base ordenada ®&. Nossos cdlculos acima
mostram que &ste escalar é também o elemento i, j da matriz de T
em relagio a4 base ordenada ®’. Em outras palavras,

(T18" = [U'TU]g
= [U™]alT]glUlg
= [Vg'(T]elVls
e esta € exatamente a férmula de mudanga de base que deduzi-
mos anteriormente.

H

Exercicios

1. Seja F um corpo ¢ seja f o funcional linear sobre £ definido por
fixy, X3) = ax, + bx, Para cada um dos operadores lineares T seguintes,
sendo g = Tf, determinar g(x;, x.).

(a) T(xy, x3) = (x5, O);
(b) T(x,, x5} = (—x; x,);
(C) T(xl, x:) - (xl ""-xg' xl + Xa).

2, Seja V' o espago vetorial das fungdes polinomiais sbbre o corpo dos ni-
meros reais. Sejam a e b nimeros reais fixos e seja f o funcional linear s6-
bre V definide por

1) = [*wx dx.

Se D é o operador derivagdo sbbre V, o que é Df?

3. Seja V o espaco das n X 1 matrizes sObre um corpo Feseja Buma n X n
matriz fixa. Se T é o operador linear sbbre V" definido por T(4) = AB — BA
e se fé a fungdo trago, 0 que é TH?

4. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sdbre o corpo Fe seja T
um operador linear sdbre V. Seja ¢ um escalar e suponhamos que exista
um vetor nio-nulo « em V tal que Ta = ca. Demonstrar que existe um
funcional linear ndo-nulo fsobre V tal que T*f = cf.
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8. Seja 4 uma m X » matriz com eclementos regis. Demonstrar que 4 = 0
se, e somente se, traco (A!4) = 0.

6. Seja n um inteiro positivo € seja ¥V o espago das fungdes polinomiais so-
bre o corpo dos numeros reais, de grau menor ou igual a n, isto é, fungdes
da forma

(X)) =co + c1x + ... + caxn.

Seja D o operador derivacio s6bre V. Determinar uma base do nicleo do
operador transposto Df,

7. Seja ¥V um espago vetorial de dimensdo finita sébre o corpo F. Mostrar
que T — T¢ ¢ um isomorfismo de L(V, V) em L(V*, V*).
8. Seja ¥ o espago vetorial das n X »# matrizes sGbre o corpo F.

(a) Se B é uma n X n matriz fixa, definamos uma fungio fz sbdbre
V por fe(A) = trago (BtA). Mostrar que fz ¢ um funcional linear sdbre V;

(b) Mostrar gue todo funcional linear s6bre V é da forma acima, isto
é, € fp para algum B,

(c) Mostrar que B — fz é um isomorfismo de V em V*.



CAPITULO 4

POLINOMIOS

4.1 Algebras

O objetivo déste capitulo € estabelecer algumas das proprie-
dades bésicas da dlgebra dos polindmios sébre um corpo. A discus-
sdo serd facilitada se introduzirmos primeiro o conceito de uma 4l-
gebra linear sdbre um corpo. '

Definicio. Seja F um corpo. Uma dlgebra linear sdbre o cor-
po F é um espaco vetorial @ sébre F com uma operacdo adicional,
dita multiplicacBio de vetores, que associa a cada par de vetores
a, B em G um vetor af§ em G dito o produto de o por B de maneira
tal que

(1) a multiplicacdo é associativa,

aoBy) = (@B)y

(2) a multiplicacao é distributiva em relagdo & adicdo,

@ +v)=af +ay e(a+ By =ay + By

(3) para cada escalar ¢ em F,
c(af) = (ca)B = afch).

Se existir um elemento 1 em @ tal que la = al = «a para todo o
em® , denominaremos @ uma Algebra linear com elemento unidade
sobre F e denominaremos 1 o elemento unidade deG. A digebra G
¢ dita comutativa se af = Ba para todos a« ¢ 8 em Q.

Exemplo 1. O conjunto das n X n matrizes sdbre um corpo,
com' as operagdes usuais, é uma dlgebra linear com elemento uni-
dade; em particular o préprio corpo € um dlgebra com elemento
unidade. Esta dlgebra ndo é comutativa se n = 2. O corpo € (evi-
dentemente) comutativo,
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Exemplo 2. O espago dos operadores lineares sGbre um espago
vetorial, com o composto como o produto, € uma algebra linear
com elemento unidade. Ela € comutativa se ¢ sOmente se 0 espago
é unidimensional.

O leitor talvez tenha tido alguma experiéncia com o produto
escalar e com o produto vetorial em R3, Se € o caso, deve verificar
que nenhum désses produtos € o do tipo descrito na definigdo de
uma dlgebra linear. O produto escalar, como o nome indica, associa
cada par de vetores um escalar, e assim, certamente, ndo é o tipo
de produto que ora discutimos. O produto vetorial associa de fato
um vetor a cada par de vetores em R3; no entanto, esta ndo € uma
multiplicagdo associativa.

O restante desta segdo serd dedicado 4 construgdo de uma dlge-
bra que € significativamente diferente das dlgebras dos exemplos
precedentes. Seja F um corpo e S o conjunto dos inteiros ndo-nega-
tivos. Pelo Exemplo 3 do Capitulo 2, o conjunto de tddas as fun-
¢6es de § em F € um espago vetorial sdbre F. Indicaremos é&ste
espago vetorial por F*. Os vetores em F® sio portanto seqiién-
cias infinitas f = {fo, S, fa, . } de escalares f; em F. Se
g = {0, 21, gz,...}, com g; em Fe A, b sdo escalares em F,
af 4+ bg é a seqiiéncia infinita dada por

(4-1) af + bg = {afo + bgo, af1 + bgi, afz + bge, ... }.

Definamos um produto em F* associado a cada par de vetores f,
g em F* o vetor fg que é dado por

(4-2) (fg) = _E_g}gﬂ_;, n=20,12,....

Assim

fg = {fog0, fog1 + f180, fogz + f181 + f28o, . . }

€ como

(| o I

(8fh = fogsfn-e = 2/ign—i = (/B

paran = 0, 1, 2,..., segue que a multiplicagio é comutativa, isto
é, fg = gf. Se A também pertence a F*~, entdo

(f&)h)s = Z (f@)ihn—s

i= 0

=z éf,—g;_,- h,._i)

im0\ =0
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=2 2 figinihn-i
i=0 Ff=0

n
= 2f; Z gifa_i-;

j=0 =0

= 2 £ghn-s = [SeMk

paran=20,1,2,..., de modo que

(4-3 (fe)h = f(gh).

Deixamos a cargo do leitor verificar que a multiplicagio definida
por (4-2) satisfaz (2) e (3) da definigdo de uma dlgebra linear ¢ que
o vetor 1 = {1,0,0,.. .} funciona como um elemento unidade
de F*. Entdo, F*, com as operagdes definidas acima, € uma dlge-
bra linear comutativa com elemento unidade sdbre o corpo F.

O vetor {0, 1,0,...,0,.. .} desempenha um papel noté-
vel no que segue e indicd-lo-emos consistentemente por x. Em todo
gste capitulo, x nunca serd usado para indicar um elemento do cor-
po F. O produto de x por si mesmo n vézes sera indicado por x"
e colocaremos x? = 1. Ent&o

x'={0,0,1,0,...}, x*=1{0,0010,...}
e, de maneira geral, para cada inteiro k 2> 0, (*h = 1le(x*) =0
para todos inteiros néo-negativos n = k. Concluindo esta segéo,
observemos que o conjunto formado por 1, x, x%,... é independen-
te e infinito. Assim a 4lgebra F* néio é de dimensdo finita.

4.2 A Algebra dos Polinomios

Estamos agora em condigdes de definir um polindmio sdbre o
corpo F.

Definicio. Seja F[x] o subespago de F* gerado pelos veto-
res 1, x, x2,. ... Um elemento de F{x) é dito um polindmio sdbre F.
O leitor deve notar que um polindmio ndo é mesmo o tipo de objeto
gue uma fungdo polinomial.

Como F[x] consiste de todas as combinagdes lineares (finitas)
de x ¢ suas poténcias, um vetor nio-nulo f em F* é um polind-
mio se e sdmente se existe um inteiro n > 0 tal que f, # O e tal
que f = O para todos os inteiros kK > n; éste inteiro (quando existe)
& evidentemente 1inico e é denominado o grau de f. Indicamos o
grau de um polinémio por gr(f) e nfio atribuimos nenhum grau ao
poliudmio nulo. Se f é um polindmio néo-nulo de grau » temos que

U—4) [f=fox® +fix+fox*+ ...+ fux" fu #~ O
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Os escalares fo, fi, ..., f. sdo is vézes ditos os coeficientes de [ e
podemos dizer que f é um polindmio com coeficientes em F. Deno-
minaremos polindmios da forma cx® polindmios constantes e fre-
qilentemente indicaremos xc® por ¢. Um polindmio nio-nulo f de
grau n tal que f, = 1 € dito um polinémio unitdrio.

Teorema 1. Sejam f e g polindmios ndo-nulos sébre F. Entéo
(a) fg € um polinémio ndo-nulo:

(b) gr(fg) = gr(f) + gr(g);

(c) fg é um polindmio unitdrio se f e g sdo ambos polinémios
unitdrios;

(d) {g ¢ um polindémio constante se, e somente se, f e g sio poli-
nomios constantes:

(€) se f + g = 0,

gr(f + g) < méx (grXf) gr(g)).

Demonstragdo. Suponhamos que f tenha grau m e que g tenha
grau n. Se k € um inteiro n3o-negativo.

mant i
(fg)m+n+k = 120 ﬁgm+n+k_:.

Para que figminye—i 5 0, € necessério que i < mem + n +
k — i < n. Logo, é necessdrioque m + k <i < m, o que implica
k=0c¢ei=m. Assim,

(4_—5) (..fg)m-f-n = fmgn
€
(4_6) (.t-:g)m—{-n-}—k = 0, k > 0.

As afirmagdes (a), (b), (c) decorrem imediatamente de (4—5) e (4—06),
enquanto (d) € uma conseqiiéncia de (a) e (b). Deixamos a verifica-
¢d@0 de (e) a cargo do leitor.

Coroldrio 1. O conjunto dos polinémios sébre um dado corpo F
¢é uma digebra linear comutativa com elemento unidade sébre F, em
relagdo &s operagses dadas por (4—1) e (4—2).

Demonstragdo. Como as operagdes (4—1) e (4—2) sio aquelas
defmidas na algebra F* e como F [x] é um subespago de F*,
basta demonstrar que o produto de dois polindmios € novamente
um polindmio. Isto ¢ trivial quando um dos fatdres € nulo ¢, em
caso contrdrio, decorre de (a).
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Corolério 2. Suponhamos que f, g e h sejam polindmios sébre
o corpo F tais que f = 0 e fg = fh. Entao g = h.

Denionstracdo. Como fg = fh, f(g — h) =0, e como f = 0
decorre imediatamente de (a) que g — A = 0,

Certos fatos adicionais decorrem bastante facilmente da demons-
tragio do Teorema 1 ¢ mencionaremos alguns déles.
Suponhamos que

»
f=23fixt ¢ g=23gix.
f =} J=10

Entio, de (4—6) obtemos

min »
@) fg=2 (Zfg-0)x.

O leitor deve verificar que, no caso particular de f = ¢x™, g = dx*
com ¢, d em F, (4—7) reduz-se a

(4—8) (ex™) (dx*) = cdx™t",

Ora, de (4—R) e das leis distributivas em F[x], segue que o produto
em (4—7) também é dado por

(4+—9) E Jigixtx!

onde a soma € estendida a todos os pares i, j de mtelros tais que
0<i<me0d<;j<n

Definiclio. Seja @ uma dlgebra linear com elemento unidade so-
bre o corpo F. Indicaremos o elemento unidade de @ por 1 e faremos
a conveyedo o = | para fodo a em Q.. Entdo, a cada polindmio

S Z fix* sobre F e a em Q, associamos um elemento f(a) em Q pela
i =0
regra

f@) = 2 fu.
{=0

Exemplo 3. Seja C o corpo dos niimeros complexos e seja
f=x*+ 2.
(@) Se @ = C ¢ z pertence a C, f(z) = z? + 2, em particular

f@) =6e¢ e
r(5=3) -



120 POLINOMIOS

(b) Se @ € a élgebra das 2 X 2 matrizes s6bre C e se
_ 1 0

B-[ 1 2]
0

wto =2} 0L o= 2 9]

(c) Se @ ¢ a dlgebra dos operadores lineares sbbre C3 ¢ T € o
elemento de @ dado por

T(C1, Ca, C:-]) = (1\/5 C1, C2, !\/5 {.‘3)
entdo f(T) ¢ o operador linear sdbre C? definido por
ST ey, c2, €3} = (0, 3¢, ).

(d) Se @ € a dlgebra dos polindmios sdbre C e g = x* + 3i,
entdio f(g) € o polindmio em @ dado por

Jg) = —7 - 6ixt 4+ x*,

O leitor observador poderd notar em relagfio a 8ste tiltimo exem-
plo que, se¢ f € um polindmio s8bre um corpo arbitrério e x & o poli-
némio {0, 1,0, ...}, entdo f = f(x), mas aconselhamo-lo a es-
quecer &ste fato.

Teorema 2. Seja F um corpo ¢ @ uma digebra linear com ele-
mento unidade sébre F. Suporhamos que f e g sejam polindmios sébre
F, que « se¢ja um elemento de G e que ¢ pertenca a F. Entdo

@) (¢f + &) (@) = ¢fle) + ).
(b) (/) (@) = fla) gla).

Demonstragdo, Como (a) € bem fécil de demonstrar, demons-
traremos sdmente (b),
Suponhamos que

f=i%6fsx‘ e g =j%ogsx’-
Por (4—8) ¢ (4—9)
Jg = 5fmx‘+’
e portanto por (a) |
(feha) = Z figra' ™!
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=(2f) (28)
= fla) gla).

Exercicios

1. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e seja 4 a seguin-
te 2 X 2 matriz sobre F: )
2 1
A= [_1 s

Para cada um dos seguintes polindmios f sdbre F, calcular f(A):

@) f=x"—x+ 2
() f=xs—1;
) f=x1—5x+7.

2. Seja T o operador linear sdbre R3 definido por
T(xy, X2y X3) = (X1, X3, —2x, — X3).

Seja f o polinémio sdbre R definido por f = —x? + 2. Determinar AD).
3. Seja A uma n X n matriz diagonal sdbre o corpo F, isto é, uma matriz
que satisfaz 4;; = 0 para i » /. Seja f o polindmio sdbre F definido por

f:z (x—A")...(x_'Am-)-

Qual é a matriz f(A)?

4. Se fe g sho polindmios independentes sGbre um corpo F ¢ h € um poli-
ndmio nao-nulo sébre F, mostrar que fh ¢ gh s@o independentes.

5. Se F é um corpo, mostrar que o produto de dois elementos ndo-nulos
de F® ¢ nio-nulo.

6. Seja S um conjunto de polindmios ndo-nulos sébre um corpo F. Se dois
quaisquer elementos de F nunca tém o mesmo grau, mostrar que S € um
conjunto independente em F[x]. |

7. Se g e b sio elementos de um corpo F e a # 0, mostrar gue os polind-
mios 1, ax + b, (ax + b)?, (ax + b)3,... formam uma base de Fix].
8. Se F & um corpo e # é um polindmio sdbre F de grau > 1, mostrar que
a aplicagio f— f(k) é uma transformagio linear injetora de Flx] em Flx}.
Mostrar que esta transformagiio é um isomorfismo de Flx] em F[x] se,
somente se, gr(h) = 1.

9, Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e sejam T ¢ D
transformagdes sdbre F(x] definidas por

r( z z S
c-i = X ee— i+
(;-oix) =t e

. »
D ( p c.-x") = I jc;xt.
=10 i=1
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(a) Mostrar que T é um operador linear nio-singular sdbre F{x]. Mos-
trar também que T ndio € inversivel.

(b) Mostrar que D € um operador linear sdbre_F[x] e determinar seu
micleo,

(c) Mostrar que DT = I ¢ TD # I _

(d) Mostrar que TI(7/)g]l = (TfXTg) — TIATg)} para todos fe g em

Flx).

(e) Enunciar e demonstrar uma regra para D semelhante a regra dada
para T em (d).

(f) Suponhamos que ¥ seja um subespago nio-nulo de Flx] tal que
Tf pertenca a V para todo fem V. Mostrar que ¥ ndo é de dimensfio finita.

() Suponhamos que ¥ seja um subespago de Fix] que tenha dimensiio
;‘inita. Demonstrar que existe um inteiro m > O tal que D"f = 0 para todo

em V.

4.3 Interpolaciio de Lagrange

Em tdda esta segdio suporemos que F seja um corpo fixo ¢ que
fo, 11, . .., t.sejam n 4 1 elementos distintos de F. Seja V o subespago
de FIx] que consiste dos polindmios de grau menor ou igual a # (mais
0 polinémio nulo) ¢ seja L; a fungdo de ¥ em F definida para f em
¥V por .

L(fy=fe), 0<i<n,

Pela parte (a) do Teorema 2, cada L, é um funcional linear s6bre
V e uma das coisas que pretendemos mostrar é que o conjunto for-
mado por Lo, Ly, ..., L, ¢ uma base do espago ¥* dual de V.

Evidentemente, para que isto ocorra, € necessdrio e suficiente
(cf. Teorema 16 do Capitulo 3) que { Lo, Li, ..., L.} seja a dual
de uma base {Po, Py, ..., P,.i de V. Existe no méximo uma tal
base e, se existe, é caracterizada por

(4—10) L}'(P,') = P,'(l'j) = 5;}.

Os polindmios
(x—1t)...(x — tic1)(x — t:+1)...(x——- In)
4—11) P; =
( ) (ti—to)...(i— i) (i —tig1) ... (i — 1)
= u(*=— :,-)
i N — .
s#o de grau n, logo pertencem a V e, pelo Teorema 2, satisfazem
(4—10).
- Se f = Zc:Pi, entdo, para cada j,
i

@4—12) J() = 2 ciPAt;) = ¢y,
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Como o polindbmio nulo tem a propriedade de que O(f) = 0 para
todo 7 em F, decorre de (4—12) que os polinémios Py, Py, ..., P,
sdo linearmente independentes. Os polinémios 1, x, ..., x* formam
uma base de ¥, logo a dimensdo de V é n + 1. Portanto o conjunto
independente { Py, Py, ..., P.} deve também ser uma base de V.
Assim, para todos f em V

(4—13) f =‘§ JepP.

A expressio (4—13) € denominada a formula de interpolacio de
Lagrange. Tomando f = x’ em (4—13) obtemos

»
x; = Z (t;YP;.
tm0

Decorre entdo do Teorema 7 do Capitulo 2 que a matriz

DRI
1 n 2 ... ¢

- - -

(4—14)

IR S S -

¢ inversivel. A matriz em (4—14) é dita uma matriz de Vandermonde ;
constitui um exercicio interessante mostrar diretamente que uma tal
matriz € inversivel, quando fg, #; ..., #, sio n + 1 elementos dis-
tintos de F.

Se f € um polin6mio arbitrdrio sdbre F, indicaremos por f~ em
nossa presente discussdo a fungfio polinominal de F em F que leva
cada ¢ em F em f{(t). Por definicio (cf. Exemplo 4 do Capitulo 2)
tdda fungio polinomial surge desta maneira; contudo, pode acon-
tecer que f* = g’ para dois polinémios f e g tais que f = g. Feliz-
mente, como veremos, esta situagio desagraddvel ocorre apenas
quando F € um corpo com um nimero finito de elementos distintos.
Para descrever de maneira precisa a relagdo entre polindmios ¢ fun-
¢des polinomiais, precisamos definir o produto de duas fungdes poli-
nomiais. Se f ¢ g sdo polindmios sdbre F, o produto de f” por g* é
a fungio f'g’ de F em F dada por

(4—15) (fg))y =f(g(1), temPF
Pela parte (b) do Teorema 2, (fg)(1) = f(0)g(t), logo
(f&)(1) = f'(ng'()
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para cada t em F. Assim, f'g’ = (fg)’ e ¢ uma fungdo polinomial.
Neste ponto, um fato de verificagdo imediata, que deixamos a cargo
do leitor, é que o espago vetorial das fungdes polinomiais sdbre F
torna-se uma #lgebra linear com elemento unidade sdbre F se a
multiplicagio ¢ definida por (4—15).

Definicio. Seja F um corpo e sejam @ ¢ Q' dligebras lineares
sébre F. As dlgebras @ e @' sdo ditas isomorfas se existe uma apli-.
cagdo bijetora «a — o' de @ em @’ tal que

M (ca + dB) = ca’ + dB’
(2) (@B)’ = a'f’

para todos « e 8 em Q ¢ todos escalares c e d em F. A aplica¢do a » o
& dita um isomor fismo de @ em@’. Um isomorfismo de @ em Q' é assim
um isomorfismo de espago vetorial de @ em @' que tem a propriedade
adicional (2) de “conservar” produtos.

Exemplo 4. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional s6bre 0
corpo F. Pelo Teorema 13 do Capitulo 3 ¢ observagdes subseqiien-
tes, cada base ordenada ® de V determina um isomorfismo T —
— [T)g da 4lgebra dos operadores lineares s6bre ¥ na digebra das
n X n matrizes sdbre F. Suponhamos agora que U seja um operador
fixo sdbre ¥ e que nos seja dado um polinémio

n
f = 3 ¢;x*!
1=

com coeficientes ¢; em F, Entdo

A(U) = 2 U

f ()

e como T — [T]g € uma aplicagao linear

(W)l = 2 eiU.

Ora, do fato adicional
[TiT2]g = [TilglT2)e
para quaisquer T3, T2 em L(¥, V) decorre que
[U)g = (Ulg), 2<isn
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Como esta relagao também € valida para i = 0, 1 obtemos o resul-
tado

(4—16) (Wg = f(V]le)-

Em palavras, se U é um operador linear sdbre V, a matriz de um po-
lindmio em U, em relacdo a uma dada base, € o mesmo polinémio
na matriz de U.

Teorema 3. Se F é um corpo contendo um numero infinito de
elementos distintos, a aplicacdo f — ' é um isomorfismo da digebra

dos polinémios sébre F na dlgebra das fungdes polinomiais sbbre F.

Demonstraciio. Pela definicio, a aplicag@io € sobrejetora ¢ se
f.g pertencem a F[x], € evidente que

(cf + dg) = df" + dg’

para todos os escalares ¢ e d. Como jd mostramos que (fg)’ = f'g"
basta mostrar que a aplicagio € injetora. Para tanto, ¢ suficiente,
pela lincaridade, demonstrar que f* = 0 implica f = 0. Suponha-
mos entdo que f seja um polindmio de grau menor ou igual a n tal
que f* = 0. Sejam fto, 11, ..., L. 1 + 1 elementos arbitrarios dis-
tintos de F. Como f' = 0, f(t;) =Oparai=0,1,...,n e é uma
conseqiiéncia imediata de (4—13) que f = 0.

A partir dos resultados da préxima se¢do, obteremos uma de-
monstracio totalmente diferente déste teorema,

Exercicios

1. Usar a formula de interpolagiio de Lagrange para determinar um po-
lindmio f com coeficientes reais tal que f tenha grau < 3 ¢ = = —6,
O =2, i)y = =2, f2) = 6. |

2. Sejam a, 8. v € & numeros reais. Perguntamos quando € possivel deter-

minar um polindmio fsdbre R, de grau ndo maior que 2, tal que A—1) = a,
f(y = B, ft3) = v, e f(0) = & Demonstrar que isto ¢ possivel se, e so-

mente se,
o+ 68—y —8 =0

3. Seja F o corpo dos numeros reais,

A=

LOoOMN
2o
QWoo
ol = o

Ta—

€ p =(x—20x— Iy —1)
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{a) Mostrar que p(4) = 0.

(b) Sejam P,, P., P, os polindmios de Lagrange para 1, = 2,71, = 3,
t;y = 1. Cakular E; = P{A), i = 1, 2, 3.

(c) Mostrar E, + E, + E, = I, E:E; = O se i = j, E} = E.

(d) Mostrar que 4 = 2E, + 3E, + E,.
4. 5¢ja p = (x — 2)(x — 3Ix — 1) e seja T um operador arbitrario sb-
bre R* tal que p(T)} = 0. Sejam P,, P,, P, os polindmios de Lagrange do
Exercicio 3 e seja E; = P(T), i = 1, 2, 3. Demonstrar que

E,+E,+E, =1 EE: =0 seisj
E! = E, ¢ T =2E, +3E, + E,

5. Seja 7 um inteiro positivo € F um corpo. Suponhamos que A4 seja uma
n X n matriz sGbre F ¢ P seja uma n X n matriz inversivel sébre F, Se f
¢ um polindmio arbitrdrio sdbre F, demonstrar que

f(PPAP) = P f(A)P.

6. Seja F um corpo. Consideremos certos funcionais lineares particulares so-
bre F, obtidos pelo “cdlculo do valor em :

L(f) = f(o).

Tais funcionais ndo sdo apenas lineares, mas também tém a propriedade de
que L(fg) = L(f)L(g). Demonstrar que, s¢ L é um funcional linear qual-
quer sdbre Flx] tal que

Lifzg) = L SfI)L(g)

para todos fe g, entdio L = 0 ou existe um 7 em F tal que L(f) = f(¢) para
todos f.

4.4 Ideais de Polinomios

Nesta secdo preocupamo-nos com resultados que dependem
fundamentalmente da estrutura multiplicadora da 4lgebra dos po-
lindmios sébre um corpo.

Lema. Suponhamos que f e d sejam polinémios néo-nulos sébre
um corpo F tal que gr(d) < gr(f). Entdo existe um polinémio g em
F [x] tal que

f—dg =0 ou gu(f— dg) < gr(f)
Demonstra¢do. Suponhamos que

m-1
[ = auwx™ + 2 aix’, an # 0
i =
€ que
1

d=box* + % bix', b, % 0.
0
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Entaio m > n e

Qm

f — B x"=*d =0 ou gr[f —(%f) x"’""d] < gr(f).

Assim, podemos tomar g = (?‘) XM=,

Usando &ste lema podemos mostrar que o processo familiar
de divisio de polindmios com coeficientes reais complexos € possi-
vel sébre um corpo arbitrério.

Teorema 4. Se f, d sdo polindmios sébre um corpo F e d € dife-
rente de 0, entdo existem polinémios q, r em F [x] tais que

@ f=dq + r.
(i) r = 0 ou gr(r) < gr(d).

Os polindmios q,r que satisfazem (1) e (it) sdo unicos.

Demonstragdo. Se f € 0 ou se gr(f) < gr(d) podemos tomar
g=0er=f Casof == 0e gr(f) > gr(d), o lema anterior mostra
que podemos escolher um polindmio g tal que f — dg = 0 ou gr(f —
— dg) <gr(f). Sef—dg = 0 e gr(f— dg) > gr(d) podemos esco-
Iher um polindmio 4 tal que (f — dg) — dh = O ou

grilf — d(g + M < gr(f — dg).

Continuando éste processo enquanto fér necessdrio, obteremos no
final polindmios ¢, r tais que » = 0 ou gr(r) < gr(d) e f = dg + r.
Suponhamos agora que também tenhamos f = d¢’ + ¢ onde »' =
=0ougr(r)< gr(d). Entdio dg + r=dg’ + r', e dlg — q') =
=r —r.Sq—¢q > Oentdod(lg— g') # 0e

gr(d) + gr(g — q') = gr(r' — 1),

Mas como o grau de r* — r é menor que o grau de d, isto € impos-
sfvele ¢ —q=0. Logor —r=20.

Definiclo. Seja d wm polinémio ndo-nulo sébre o corpo F. Se
f estd em F[x), o teorema anterior mostra que existe no mdximo um
polinémio q em F[x] tal que f = dq. Se existe um tal q dizemos que
d divide f, que f ¢ divisivel por d, que f é um miiltiplo de d ¢ denomi-
naremos q o quociente de { por d. Escreveremos tambem q = f/d.

Coroldrio 1. Seja f um polindmio sébre o corpo F e seja c um ele-
mento de F. Entdo f ¢ divisivel por x — c se, e somente se, f(c) = 0.
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Demonstragdo. Pelo teorema, f = (x — ¢)g + r onde r € um
polindmio constante. Pelo Teorema 2,

f(c) = 0g(c) + r(c) = Ko).
Logo r = O se, ¢ somente se, f(c) = 0.

Definiglio. Seja F um corpo. Diz-se que um elemento c em F é
uma raiz ou um zero de um dado polindmio f sébre F se f(c) = 0.

Coroldrio 2. Um polinémio { de grau n sébre um corpo F tem
no mdximo n raizes em F.,

Demonstragdio. O resultado € dbviamente verdadeiro para poli-
ndmios de grau 0 e grau 1. Suponhamos que seja verdadeiro para
polindmios de grau n — 1. Se g é uma raiz de f, f = (x — a)g onde
g tem grau n — 1, Como f(b) = 0 se, ¢ sdmente se, 2 = b ou g(b) =
= (), decorre de nossa hipdtese de indugdo que f tem no méximo n
rafzes. . ”
O leitor deve notar que o passo principal na demonstragdo do
Teorema 3 é uma conseqiiéncia imediata déste coroldario.

Definicfio. Seja F um corpo. Um ideal em F[x] é um subespago
M de FIx] tal que fg pertence a M para todo f em F[x] e todo g em M.

Exemplo 5. Se F € um corpo e d um polindmio s6bre F, o con-
junto M = dF[x], de todos os miiltiplos df de d com f arbitrdrio
em Flx], ¢ um ideal. De fato, M € n#o-vazio, pois M contém d. Se
J.g pertencem a F[x] e ¢ € um escalar, entéio

odf) — dg = d(cf — g)

pertence a M, portanto M é um subespago. Finalmente, M também
contém (df)g = d(fg). O ideal M € denominado o ideal principal
gerado por d.

Exemplo 6. Sejam d), ..., 4. um nimero finito de polindmios
s6bre F. Entido a soma M dos subespagos d;F[x] € um subespago e
também € um ideal. De fato, suponhamos que p pertenca a M. Entio
existem polinémios fi, ..., faem F[x]taisque p=difi + ... +
+ d.f.. Se g € um polindmio arbitrario sdbre F, entdo

pg = dilfig) + ... + d(fag)

de modo que pg também pertence a M. Assim, M é um ideal e dize-
mos que M ¢ o ideal gerado pelos polinémios d, . .., d..
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Exemplo 7. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros*com-
plexos ¢ consideremos o ideal

M = (x + DF[x] + (x? 4+ 8x + 16)F[x].
Afirmamos que M = F[x]. De fato, M contém
x4+ 8x + 16 — x(x + 2) = 6x + 16

logo M contém 6x + 16 — 6(x + 2) = 4. Assim, o polindmio cons-
tante 1 pertence a M, bem como todos os seus multiplos.

Teorema 5. Se F é um corpo e M é um ideal ndo-nulo arbitrdrio
em F]x], existe um dunico polinémio unitdrio d em F[x] tal que M seja
o ideal principal gerado por d.

Demonstrac@o. Por hipGtese, M contém um polindmio néo-nulo;
entre todos os polindmios ndo-nulos em M ekiste um polinémio d
de grau minimo. Podemos supor d unitdrio, pois caso contrério po-
demos multiplicar d por um escalar de modo a torné-lo unitdrio. Ora,
se f pertence a M, o Teorema 4 mostra que f = dg -+ ronde r = 0
ou gr(r) < gr(d). Como d estd em M, dg e f — dg = r também per-
tencem a M. Como d é um elemento de M de grau minimo ndo po-
demos ter gr(r) < gr(d), portanto r = 0, Assim, M = dF[x). Se g
¢ um outro polindmio unitdrio tal que M = gF[x], entio existem
polindmios ndo-nulos p,q taisque d = gpe g = dg. Assimd = dpge

gr(d) = gr(d) + gr(p) + 2r(@).
Logo gr(p) = gr(g) = 0 e como d,g sdo unitdrios, p = ¢ = 1. Assim

% interessante observar que na demonstragdo acima, utilizamos
um caso particular de um fato mais geral ¢ bastante util; a saber,
se p € um polindmio néo-nulo em um ideal M e se f € um polindmio
em M que ndo & divisivel por p, entio f = pg + r onde o “resto”
r pertence a M, é diferente de 0 e tem grau menor que o de p. J4
usamos éste fato no Exemplo 7 para mostrar que o polindmio cons-
tante 1 € o gerador unitério do ideal 14 considerado, Em principio,
é sempre possivel determinar o polindmio unitdrio que gera um
dado ideal ndo-nulo, pois podemos, em uitima andlise, obter um
polindmio no ideal que tenha grau minimo por meio de um nimero
finito de divisdes sucessfveis.

Coroldrio. Se D1, - - - » Pn 530 polinémios sébre um corpo F, ndo
todos nulos, existe um snico polinémio unitdrio d em F[x] tal que

(a) d estd no ideal gerado por p1, ..., Pa;
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(b) d divide cada um dos polinémios p;.
Todo polinémio que satisfaz (a) e (b) satisfaz, necessdriamente,

(c) d ¢ divisivel por todo polinémio que divide cada um dos poli-
nomios p1, ..., Pn.

Demonstragdo. Seja d o gerador unitdrio do ideal
nEx] + ... + pFlx].

Todo membro déste ideal € divisivel por d; assim, cada um dos poli-
ndmios p; ¢ divisivel por d. Suponhamos agora que f seja um poli-
ndmio que divida cada um dos polindmios py, ..., p.. Entdo, exis-
tem polindmios gy, . .., g tais que p; = fgi, 1 < i< n. Além disso,
como d estd no ideal

piFlx) + ... + p.Flx],
existem polindmios ¢, ..., . em F[x] tais que
d=pgq1 + ... + Pugn.
Assim d=flg:iq1 + ... + g«q.).
Mostramos que d € um polindmio unitario que satisfaz (a), (b) e (c).
Se d’ é um polindmio arbitrario que satisfaz (a) e (b) decorre de (a)

e da definigdo de d que &’ é um miiltiplo escalar de d e satisfaz (c).
Finalmente, se & é um polindmio unitirio temos & = d.

Definicfio. Se py, ..., pa sdo polindmios sébre um corpo F, ndo
todos nulos, o gerador unitdrio d do ideal

piFlx] + ... 4+ paFlx]

€ denominado o méximo divisor comum (m. d. c.)de py, ..., pr e é
indicado por (pi1, ..., pa). Esta terminologia é justificada pelo coro-
ldrio anterior. Dizemos que os polindmios py, . . . , p. s@o relativamente
primos se seu mdximo divisor comum é 1 ou, equivalentemente, se o
ideal que éles geram coincide com F[x].

Exemplo 8. Seja C o corpo dos nimeros complexos. Entdo

(@) (x + 2, x> + 8x + 16) = 1 (ver Exemplo 7);

O (=G + ) x—)&*+ D)=x—2)(x+ .
De fato, o ideal

(x — ’x + DFIx] + (x — 2)(x* + DFIA]
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contém

=D x+D—(x—D&*+ 1) =(x—-2)(x + i) (i — 2).
Logo contém (x — 2) (x + i), que é unitério e divide

x—D¥x+ i) e (x— Dx* 4+ 1.

Exemplo 9. Seja F o corpo dos nimeros racionais € em [Fx]
seja M o ideal gerador por

(x—=Dx+ D5 x4+ DAx—3) e (x — 3)
Entdo M contém
ix + D — 1) — (x — 3)] = (x + 2)*
€ como
x+ 2=(x—HNx+7— 17
M contém o polindmio constante 1. Assim, M = F[x]e os polinémios
=D+ 25+ D(x—3) e (x—3)

sdo relativamente primos.

Exercicios

1. Seja O o corpo dos niimeros racionais. Determinar quais dos seguin-
tes subconjuntos de Qfx] s&o ideais. Quando o conjunto for um ideal deter-
minar seu gerador unitdrio.

(a) Todos f de grau par;

{(b) Todos f de grau > §;

(c) Todos f tais que f(0) = O;

(d) Todos f tais que f(2) = f(4) = 0;

(¢) Todos f na imagem do operador linear T definido por

n i - » c', i+1
T(,.f."") STETY
2. Determinar 0 m. d. ¢, de cada um dos seguintes pares de polinémios
(a) 2x® — x* — 3Ix? — 6x + 4, x* — x* — 2x — 2;
(b) 3x+ 4+ 8x2 — 3, x3 4+ 2x* 4 3x 4+ 6;
(€ x4—2x3 —2x2—2x — 3, x* + 6x7 4+ Tx + 1.
3. Seja 4 uma n X n matriz sdbre um corpo_F. Mostrar que o conjunto
dos polindmios fem Flx] tais que fl4] = 0 é um ideal.
4, Seja F um subcorpo dos nimeros complexcs ¢ seja

=[5 731
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fl%;terminar o gerador unitirio do ideal dos polindmios f em F[x] tais que
) = 0,

S. Seja F um corpo. Mostrar que a intersegio de um niimero arbitrdrio -
de ideais em Flx] é um ideal.

6. Seja F um corpo. Mostrar que o ideal gerado por um nimero finito de
polinémios f;,.... f. em F[x] é a intersegio de todos os ideais que con-
tdm f;,..., fa '

7. Seja X um subcorpo de um corpo F e suponhamos que f, g sejam po-
lindmios em K[x]. Seja Mx o ideal gerado por fe g em K[x} € My o ideal
que &les geram em FIx]. Mostrar que My e M, possuem o mesmo gerador
unitdrio.

4.5 A Decomposiciio de um Polindmio em Fatéres Primos

Nesta se¢do demonstraremos que cada polindmio sdbre o corpo
F pode ser escrito como um produto de polindmios “primos”™. Esta
fatoragiio nos fornece um instrumento eficiente para determinar o
méximo divisor comum de um mimero finito de polindmios e, em
particular, fornece um meio efetivo para decidir se os polindmios
sdo relativamente primos.

Definiclio. Seja F um corpo. Diz-se que um polinémio f em F[x] é
redutivel sbbre F se existem polindmios g,h em Flx] de grau 2 1 tais
que = gh e, em caso contrdrio, diz-se que f é irredutivel sGbre F.
Um polindmio ndo constante irredutivel sébre ¥ ¢ denominado um
polindmio primo sobre F e dizemos, ds vézes, que € um primo em Fx].

Exemplo 10, O polindmio x® + [ & redutivel sbre o corpo
C dos mimeros complexos, pois

24+ 1=+ Dx—d)

e os polindmios x + i, x — i pertencem a Cfx]. Por outro lado,
x? 4 1 é irredutivel sdbre o corpo R dos nimeros reais, pois se

x4+ 1 =(ax + b)@@x + b)
com a, a’, b, b’ em R, entido
ag’ = 1, ab’ + ba’ =0, bb’ = 1.

Estas relagdes implicam a® + b2 = 0, o que ¢é impossivel com mi-
meros reais @ ¢ b, a menos que a = b = 0.

Teorema 6. Sejam p, f e g polindmios sébre o corpo F. Supo-
nhamos que p seja um polinémio primo e que p divida o produto fg.
Entdo p divide f ou p divide g.
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Demonstracdo. Nio hi perda de generalidade se supomos que
p € um polindmio primo unitdrio. O fato de que p é primo diz entdo
simplesmente que os unicos divisores unitdrios de p sdo 1 e p. Seja
d=(f,pom.d.c.defep.Oud = 1oud = p, pois d € um poli-
ndmio unitdrio que divide p. Se d = p entio p divide f e jd termi-
namos. Portanto, suponhamos que d = 1, isto ¢, suponhamos que
f e p sejam relativamente primos. Demonstraremos que p divide g.
Como (fp) = 1, existem polindmios fy e po tais que 1 = fof + pop.
Multiplicando por g obtemos

g = fofg + popg
= (fe)fo + p(pog).

Como p divide fg, divide também (fg)fo e certamente p divide p(pog).
Assim p divide g.

Corolério. Se p é um primo e divide um produto f,, ..., f., en-
tdo p divide um dos polinémios f, ..., fu

Demonstragdo. A demonstrago é por indugéo. Para n = 2, o
resultado é simplesmente o enunciado do Teorema 6. Suponhamos
que o resultado seja vélido para n = k e que p divide o produto
f1s -y feg1 de certos (k + 1) polindmios. Como p divide(fy, ...
e o . fi)fu 41, p divide fi 4 ou pdivide f; . ., fa. Pela hipdtese de indu-
cio, se p divide fi . . . f), entéo p divide f; para algum j, 1 < j< k.
Portanto vemos que em qualquer caso p deve dividir algum f;, 1 <
<j<k+ 1L

Teorema 7. Se F é um corpo, um polindmio ndo-constante e
unitdrio em FIx] pode ser decomposto como um produto de primos
unitdrios em F[x] de uma e, a menos da ordem, somente uma maneira.

Demonstragdo. Suponhamos que f seja um polindmio néo-cons-
tante e unitdrio sdbre F, Como polindmios de grau 1 sdo irredutiveis,
nada h4 a demonstrar se gr(f) = 1. Suponhamos que f tenha grau
n > 1. Por indugiio podemos supor o teorema verdadeiro para todos
os polindmios ndo-constantes e unitdrios de grau menor que », Se
f & irredutivel, f j& estd decomposto como um produto de primos
unitdrios e, em caso contrdrio, f = gh onde g e k sfo polindmios
ndo-constantes e unitdrios de grau menor que n. Assim g e h podem
ser decompostos como produtos de primos unitdrios em F[x], logo
f também pode sé-lo. Suponhamos agora que

S=P1...Ppn=105,...Gn
onde p1, ..., Pm € 1, - . ., s S30 primos unitdrios em F{x]. Entdo
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pw divide o produto ¢ . .. ga. Pelo coroldrio acima, p,, divide algum
g:. Como ¢; e p. sio ambos primos ¢ unitdrios isto significa que

(4—16) gi = Dm.

De (4—16) vemos que m = n =1 se m = 1 ou n = 1, pois
gr(f) = Z grlpd) = Z grig).
£ - fm-

Neste caso nada resta a demonstrar, portanto podémos supor m >
> len > 1. Reordenando os ¢ podemos supor que p.. = g, € que

Pl v Pm—t1Pm = Q1 . QnatDm.
Ora, pelo Coroldrio 2 do Teorema_ 1 decorre que
Pl e pm-l = q] PO qn....]_.

Como o polinémio p; ... p.—1 tem grau menor que n, nossa hipé-
tese de inducHo se aplica e mostra que a seqiiéncia gy, .. ., gn~1 é NO
mAximo uma reordenagio da seqiiéncia DPls - ..y Pm—1. ISto, junto
com (4—16), mostra que a decomposi¢do de f num produto de pri-
mos unitdrios € Wnica a menos da ordem dos fatdres.

Na decomposigdo acima de um polindmio f nio-constante e
unitdrio, alguns dos fatdres primos e unitérios podem repetir-se,

Se p1, p2, ..., p, s40 08 primos unitdrios distintos que ocorrem nes-
ta decomposi¢io e f, entdo
(4“—17) f e p:lpgi e p:r!

sendo o expoente n; o nimero de vézes que o primo p; ocorre na
decomposigio. Esta decomposigio € certamente tinica e é denomi-
nada a decomposiciio primdria de f. Verifica-se facilmente que todo
divisor unitdrio de f é da forma

(4—18) prprr ... pr, 0< m; < ..

De (4—18) decorre que o m. d. c. de um nifimero finito de polind-
mids ndo-constantes e unitérios Ji, ..., f. € obtido combinando
todos aquéles primos unitirios que ocorrem simultineamente nas
decomposicdes de f3, ..., f.. O expoente ao qual cada primo deve
ser clevado € o maior nimero natural para o qual a correspondente
poténcia prima é um fator de cada f;. Se ndo existem poténcias pri-
mas (ndo-triviais) que sejam fatdres de cada fi, 08 polindmios sio
relativamente primos.
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Exemplo 11. Suponhamos que F seja um corpo ¢ sejam a, b
¢ ¢ elementos distintos de F. Entfo os polindmios x —a, x — be
X — ¢ s#o primos unitdrios distintos em F[x]. Se m, n ¢ 5 sdo inteiros
positivos, éx — ¢)’ € o m. d. ¢. dos polindmios

(x—bx —¢cy ¢ (x — a)*(x — c)
enquanto que os trés polindmios
(x — b (x — ¢y, (x—a"(x—c), (x— a"(x - by
sdo relativamente primos.

Teorema 8. Seja f um polinémio ndo-constante e unitdrio sobre
o corpo F e seja

f=ppr ... p¥
a decomposicdo de f fatéres primos. Para cada j, 1 < j < k, s¢fa
fi = flpy = 1 p¥
i 5

Entdo f\, ..., fi sd@o relativamente primos.

Demonstracio. Deixamos a demonstragido (ficil) déste fato a
cargo do leitor. Enunciamos &ste teorema principalmente porque
pretendemos usé-lo posteriormente.

Definiciio. O corpo F ¢ dito algébricamente fechado se todo po-
linémio primo sdbre ¥ tem grau 1.

Dizer que F € algtbricamente fechado significa que todo poli-
n8mio ndo-constante irredutivel e unitario sdbre F é da forma (x — ¢).
J4 observamos que cada um déstes polindmios € irredutivel para quaj-
quer F. Conseqiientemente, pode-se dar uma defini¢io equivalente de
um corpo alge¢bricamente fechado como um corpo F tal que todo po-
lindmio ndo-constante f em Ffx] possa ser expresso sob a forma

f=odx—c)™ ... (x— )

onde ¢ € um escalar, ¢;, ..., cx s&o elementos distintos de F ¢
M, ..., m sd0 inteiros positivos. Ainda uma outra formulagdo ¢
que, se f & um polindmio ndo-constante sdbre F, entdo existe um
elemento ¢ em F tal que f{c) = 0.

O corpo R dos niimeros reais niio é algtbricamente fechado por-
que o polinémio (x? + 1) é irredutivel sdbre R mas ndo tem grau 1,
ou porque nio existe um ndmero real c tal que ¢* + 1 = 0. O cha-
mado Teorema Fundamental da Algebra afirma que o corpo C dos
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nimeros complexos € alg¢bricamente fechado. Ndo demonstraremos
éste teorema, apesar de usarmo-lo um pouco mais adiante neste livro.
A demonstragio € omitida em parte pelas limitagdes de tempo e em
parte porque a demonstragio depende de uma propriedade “ndo
algébrica” do sistema dos nlimeros reais. Para uma das demonstra-
¢des possfveis o leitor interessado podera consultar o livro de Schreier
e Sperner citado na bibliografia.

Exercicios

1, Seja p um polindmio unitdrio sdbre o corpo F e sejam fe g polindmios
sObre F, relativamente primos. Demonstrar que o m. d. ¢. de pfe pg é p.
2. Admitindo o Teorema Fundamental da Algebra, demonstrar o que se-
gue. Se fe g slio polinbmios sdbre o corpo dos nimeros complexos, entio
(78) = 1 se, ¢ sbmente se, fe g nfio possuem nenhuma raiz comum.

3. Seja D o operador derivagio sdbre o espagco dos polindmios sdbre o
corpo dos numeros complexos. Seja f um polindmio unitdrio sébre o corpo
dos mimeros complexos. Demonstrar que

f= (X""Cl)...(x—c.t)

onde c;,..., ¢ 5d0 nimeros complexos distintos se, € somente se, fe Df
530 relativamente primos. Em outras palavras, f niio possui raiz mdltipla
se, € sbmente se, fe Df nilo possuem nenhuma raiz comum. (Admitir o Teo-
rema Fundamental da Algebra.)

4. Demonstrar a seguinte generalizacio do Exercicio 3. Seja F um subcor-
po do corpo dos niimeros complexos e seja f um polindmio sdbre F. Entdo
{f i) ?m ptioduto de polindmios primos distintos sdbre F se, e sdmente se,

’ ) = 1.

5. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e seja f um poli-
ndmio sdbre F de grau no méximo #. Indiquemos por fi*' a k-ésima deri-
vada de f, isto é, f¥ = D Demonstrar a férmula de Taylor:

f=z %f‘ﬂ(c)(x — o
= fle) + fNeHx —e) + %f‘-”‘(c)(x —e)r+... + %f‘“’(c)(x — )

onde ¢ € um elemento arbitrdrio de F. (Sugestdo: Demonstrar primeiro para

S = xr; depois usar combinagdes lineares.)

6. Demonstrar a seguinte generalizagio da férmula de Taylor. Sejam f, g

E:ﬁpohnbnnos sdbre um subcorpo dos nimeros complexos, com gr(f) < n.
Q

10 = 2 L rooe — .
(Aqui f(g) indica “f de 5"

7. Demonstrar que todo polindmio irredutivel sdbre o corpo dos numeros
reais tem grau par ou grau 1. (E necessério usar um teorema de céclculo.)
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Para os exercicios restantes, precisaremos da definicio seguinte: Se
/- & e p sdo polindmios sébre o corpo C com p = 0, dizemos que f ¢ con-
gruente a g modulo p se (f— g) é divisivel por p. Se f€ congruente a g mé-
dulo p, escrevemos

f= g mod p.

8. Demonstrar, para toedo polindmio ndo-nulo p, que a congruéncia mo-
dulo p € uma relagdo de equivaléncia.

(a) Reflexiva: f= fmod p.

(b) Simétrica: se f= g modpeg-fmodp

(c) Transitiva: s¢ f= g mod pe g = A mod p, entdo f = A mod p.

9. Suponhamos que f== g mod pe f; = g, mod p.

(a) Demonstrar que f+ f, = g + g, mod p;

{b) Demonstrar que ff; = gg: mod p.
10. Usar o Exercicio 9 para demonstrar o que segue. Se f, g, &k ¢ p sdo po-
lindmios sébre o corpo Fep = Dese f= gmod p, entdo 4(3) = h(g) mod p,

11, Se p € um polindmio irredutivel e /g = 0 mod p, demonstrar que ou
f= 0 mod p oug = 0mod p. Dar um exempio gue mostre que isto € falso
" se¢ p nao ¢é irredutivel.



CAPITULO 5
DETERMINANTES

5.1 Anéis Comutativos

Neste capitulo demonstraremos os fatos essenciais sébre deter-
minantes de matrizes quadradas. Faremos isto n30 apenas para
matrizes sdbre um corpo, mas também para matrizes cujos elementos
sejam “‘escalares’” de um tipo mais geral. Existemn duas razdes para
esta generalidade. Primeiro, em certos pontos do préximo capitulo,
serd necessario tratarmos de determinantes de matrizes cujos ele-
mentos sdo polindmios. Segundo, no tratamento de determinantes
que apresentamos, um dos axiomas da definigdo de um corpo ndo
desempenha nenhum papel, a saber, o axioma que garante a exis-
téncia de um inverso multiplicativo para todo elemento ndo-nulo,
Por estas razdes, é conveniente desenvolver a teoria dos determi-
nantes para matrizes cujos elementos sejam pertencentes a um anel
comutativo com ¢lemento unidade,

Definicdio. Um anel é um conjunto K, munido de duas o peragies
(X, ¥Y) = x + y e (X, y) — Xy que satisfazem

(1) K é wum grupo comutativo em relacdo a operacdo (x, y) —
— X 4 y (K é um grupo comutativo em rela¢do a adigiio);
(2) (xy)z = x(yz) (a multiplicagdo ¢ associativa);

N x(y +2)=xy + xz; (y + 2) x = yz + zx (valem as duas
leis distributivas).

Se Xy = yx para todos x e y em K, dizemos que o anel K ¢ co-
mutativo. Se existe um elemento | em K tal que 1x = x1 = X para
todo X, dizemos que K é um anel com elemento unidade ¢ 1 ¢ deno-
minado o elemento unidade de K.

Estamos interessados em anéis comutativos com elemento uni-
dade. Tal anel pode ser descrito rapidamente como um conjunto K,
munido de duas operagdes que satisfazem todos os axiomas da de-
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finicdo de um corpo dado no Capitulo 1, com excegdo talvez do
axioma (8) e da condigdo | = 0. Assim, um corpo é um anel comu-
tativo com elemento unidade diferente de zero tal que a cada x ndo-
-nujo corresporide um elemento x~! tal que xx~1 = 1. O conjunto
dos inteiros, com as operagdes usuais, € um anel comutativo com
elemento unidade mas ndo é um corpo. Outro anel comutativo com
elemento unidade € o conjunto dos polindmios sdbre um corpo, com
a adigdo e a multiplicagdo que definimos para polinémios.

Se K € um anel comutativo com elemento unidade, definimos
uma m X n matriz sébre X como sendo uma fungiio 4 do conjunto
dos pares (i, j) de inteiros, 1 < i< m, 1 <j<n, em K. Como sem-
pre, representamos tal matriz por uma tabela retangular com m li-
nhas e n colunas, A soma ¢ o produto de matrizes sdbre X sio defi-
nidas como para matrizes s6bre um corpo

(A + B); = 4i;; + By
(AB);; = Z AuB:;
P

Sendo que a soma ¢ definida quando 4 e B tém o mesmo nimero
de finhas € o mesmo ntimero de colunas e o produto ¢ definido quan-
do o mimero de colunas de A4 € igual ao nimero de linhas de B. As
propriedades algébricas basicas destas opera¢des sio ainda vilidas.
Por exemplo

ABB + C) = 4B + AC, (AB)C = A(BC), etc.

Como no caso de corpos, referir-nos-emos aos elementos de K
como escalares. Podemos eritdo definir combinagSes lineares das
linhas ou colunas de uma matriz como fizemos anteriormente. A
grosso modo, tudo o que fizemos para matrizes sdbre um corpo é
valido para matrizes sdbre K, excetuando-se os resultados que de~
pendiam da possibilidade de “dividir” em X.

5.2 Funcdes Determinantes

Seja K um anel comutativo com eiemento unidade. Desejamos
associar a cada n X n matriz (quadrada) sébre K um escalar (ele-
mento de K) que serd conhecido como o determinante da matriz.
E possivel definir o determinante de uma matriz quadrada A sim-
plesmente escrevendo uma férmula para éste determinante em fungdo
dos elementos de A. Pode-se entdo deduzir as diversas propriedades
dos determinantes a partir desta férmula. Contudo, tal férmula é
bastante complicada e a fim de ganhar alguma vantagem técnica,
procederemos como segue. Definiremos uma “fungio determinante”
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sbbre n X n matrizes como uma fungio que associa a cada n X n
matriz sobre K um escalar, sendo que essa fungiio possui proprie-
dades especiais. E linear como uma fungio de cada uma das linhas
da matriz; seu valor é 0 sdbre qualquer matriz que tenha duas linhas
iguais e seu valor s0bre a n X n matriz unidade é 1. Demonstrare-
mos que existe uma tal fungdo e depois que € iinica, isto €, que existe
exatamente uma tal funcio. Ao demonstrarmos a unicidade serd
obtida uma férmula explicita para o determinante, junto com muitas
de suas Uteis propriedades.

Esta secdo serd dedicada a definicdo da “*fungfo determinante”
¢ .4 demonstra¢io de que existe pelo menos uma tal fungdo.

Definiciio. Seju K wn anel comutativo com elemento unidade,
N um inteiro positivo e seja D uma fungdo que associa a cada n X n
matriz A sébre K um escalar D(A) em K. Dizemos que D ¢ n-linear
se para cada 1, 1 < 1 < n, D ¢ uma fun¢io linear da i-ésima linha
quando as outras (n — 1) linkas sd@o mantidas fixas.

Esta definicdo exige algum esclarecimento. Se D é uma fungio
das n X n matrizes sdbre K em K e se ay, ..., aa, $80 as linhas da
matriz A, escrevamos também

DA) = D, ..., an)
isto €, consideremos D também como uma fungio das linhas de 4
A afirmagio de que D é n-linear significa entdo

G-1) Dlay,...,cai+af,...,a) = cD(en, ... 06 ...,a)
+ D(al,...,a,f. ...,an)-

Se fixamos tddas as linhas exceto a linha i e consideramos X como
uma funcdo da i-ésima linha, em geral é conveniente indicar D(4)
por D(a;). Assim, podemos abreviar (5—1) para
Dica; + of) = cDlai) + Dlal)
desde que esteja claro o que isto significa.
Exemplo 1. Sejam k,, ..., k. inteiros positivos, 1 < k; < n

e seja a um elemento de K. Para cada n X n matriz 4 s6bre K defi-
namos

(5—2) D(A) = aA(l, ki) ... A(n, k»).

Entdo, a fungdo D definida por (5—2) é n-linear. De fato, conside-
rando B como uma fungdo da i-ésima linha de A, com as outras
linhas fixas, podemos escrever

D(ws) = AG, k)b



FUNCOES DETERMINANTES 141

onde b é algum elemento fixo de K. Seja of = (A}, ..., AL).
Entdo temos

[cAG, ki) + A'G, kb
eD(a)) + D(a)).

Assim, D é uma fungdo linear de cada uma das linhas de A.
Uma particular funcio n-linear déste tipo é

D(A) = A11A22 e Arm.

D(ca; + af)

o

Em outras palavras, o “produto dos elementos diagonais” é uma
fungdo n-linear sdbre n X »n matrizes sbre K.

Exemplo 2. Determinemos tddas as fungdes bilineares (2-linea-
res) sObre 2 X 2 matrizes sObre K. Seja D uma dessas fungSes. Indi-
cando as linhas da 2 X 2 matriz unidade por e, €, temos

D(A) = D(Aner + Aizes, Anier + Aazen).
Usando o fato de que D € bilinear, (5—1) implica

D(A) = A1 D{er, A2ie1 + Azze2) + Ar12D{e2, A2ie) + Asze2)
= A11d21D(e1, e1) + And22D(e, 2)
+ A12421D(ez, 1) + A12A22D(e2. €2).

Assim, D & completamente determinada pelos quatro escalares
Die1, €1), Dler, e2), Dlez,e1), e  Dle, e2).

O leitor devera achar fécil verificar o seguinte: se a, b, ¢, d sdo qua-
tro escalares arbitrarios em K e se definimos

D(A) = AnAzia + AnAozb + ArpAsic + AizAazad,
entdo D é uma fung&o bilinear sObre as 2 X 2 matrizes sGbre K e

Diey, ) = a, D(e,, €2) = b,
Diez, 1) = ¢, Dlez, 2) = d.

Lema. Uma combinagédo linear de fungées n-lineares é n-linear.

Demonstracdo. Basta demonstrar que uma combinagfo linear
de duas fungoes n-lineares é n-linear. Sejam D ¢ E fungdes n-lineares.
Se a e b pertencem a K, a combinagio linear aD + bE ¢ evidente-
mente definida por

(aD + BEXA) = al(A4) 4+ bE(A).
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Logo, fixando t8das as linhas exceto a linha i

(@D + bE)(cai + o) = aD(ca; + of) + bE(ca;i + ai)

acD(a;) + aD(e)) + bcE(a): + bE(af)
o(aD + bEXe)) + (aD + bEXa)).

Se K é um corpo e ¥ € o conjunto das n X n matrizes s6bre K,

o lema acima diz o seguinte: o conjunto das fungdes n-lineares sdbre
V é um subespago do espago de tddas as fungdes de ¥V em K.

Exemplo 3. Seja D a fungfio definida sdbre as 2 X 2 matrizes
sébre K por

(5—3) D(A) = Ay3Azz — Ai2Aa.
Ora, D € a2 soma de duas fungdes do tipo descrito no Exemplo 1:
D =D 4+ Dy
Dy(A) = And2
Dz(A) = - A12A2].

Pelo lema acima, D é uma fungfio bilinear. O leitor que tenha tido
alguma experiéncia com determinantes ndo achard &ste fato surpre-
endenté, pois reconhecerd (5—3) como a definigdo usual do deter-
minante de uma 2 X 2 matriz. E claro que a fungio D que acabamos
de definir nfio é uma fungio bilinear tipica. Ela possui muitas
propriedades particulares. Vejamos algumas dessas propriedades
Primeiro, se J é a 2 X 2 matriz unidade, entio D(I) = 1, isto &,
D(e2, 1) = 1. Segundo, se as duas linhas de 4 sdo iguais, entdo

D(4) = AjiA12 — AizAn = 0.

Terceiro, se A’ é a matriz obtida de uma 2 X 2 matriz 4 per-
mutando suas linhas, entdo D(A4’) = — D(A); de fato,

D(A) = A'nA22 — A'1242
Az A2 — A2241
—D(A).

Defini¢io. Seja D uma funcdo n-lineer. Dizemos que D ¢ alter-
nada (ou altérnante) se as duas condicées seguintes esido satisfeitas:

(1) D(A) = 0 sempre que duas linhas de A sdo iguais.

(2) Se A’ é uma matriz obtida de A permutando duas linhas de
A, entdo D(A’) = — D(A).

Demonstraremos abaixo que téda fungiio n-linear D gue satisfaz
(1) automaticamente satisfaz (2). Colocamos as duas propriedades na
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definigio de funcfio n-linear alternada por conveniéncia. O leitor
provhvelmente notard que se D satisfaz (2) e A € uma matriz com
duas linhas iguais entiio D(A4) = —D{A4). Somos tentados a concluir
que D também satisfaz a condigio (1). Isto é verdade, por exemplo,
se K é um corpo no qual 1 + 1 » 0, mas em geral (1) ndo é uma
conseqiiéncia de (2).

Definiciio. Seja K um anel comutativo com elemento unidade e
seja n um inteiro positivo. Suponhamos que D seja uma fungdo das
n X n matrizes sébre K em K. Dizemos que D é uma fungio deter-
minante se D ¢ n-linear, alternada ¢ (I} = 1.

Como afirmamos anteriormente, mostraremos no final que exis-
te exatamente uma fungio determinante s8bre # X # matrizes sdbre
K. Isto pode ser visto facilmente para 1 X 1 matrizes A = [a] s6bre
K. A fungio D dada por D(A) = a ¢ uma fungio determinante ¢ €
evidentemente a Unica funciio determinante sdbre 1 X | matrizes.
Estamos em condigdes de eliminar também o caso n = 2. Demons-
tramos, no Exemplo 3, que a fungdo

D(A) = A11A422 — A1242

é uma funcdo determinante. Além disso,' a férmula apresentada no
Exemplo 2 mostra que D € a vnica fungéo determinante sGbre 2 X 2
matrizes, pois demonstramos que para qualquer fungdo bilinear D

D(A) = A11AnD(ey, e1) + A1 Az2De1, €2)
+ Ai2A21D(ez, €1) 4+ A1242:D(e2, €2).

Se D ¢ alternada, entdo
er, €) = DNez, €2) = O

D(¢2s €) = —De1, 52) = —D(I)
Se D satisfaz também D{I) = 1, entdo
D(A) = AnAzz — A24s.

Exemplo 4. Seja F um corpo ¢ seja.D uma fungdo trilinear al-
ternada, arbitrdria, sdbre as 3 X 3 matrizes sGbre o anel de poling-

mios F[x].
Seja
x 0 —x
A=1]0 1 0 |-
1 0 x3
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Se indicarmos as linhas da 3 X 3 matriz unidade por ¢, e, €3, entiio
D('A) = D(xel - x263, €2, €1 + x3€3)-
Como D € uma fungfio linear de cada linha

D(A) = xDle1, €2, &1 + x3e3) — x2D(es, €2, €1 + Xx3es)
= xDe1, 2, 1) + x*D(ey, €2, €3) — X2D(E3, €2, €1) — X Dey, €2, 63),-

Como D ¢ alternada decorre que
D(4) = (x* + xP)D(ey, €2, ¢3).

Lema. Seja D wma fungdo bilinear com a propriedade de que
D(A) = O para tédas 2 X 2 matrizes A sobre K que tenham linhas
iguais. Entdo D ¢ alternada.

Demonstracdo. O que precisamos mostrar é que se 4 é uma
2 X 2 matriz ¢ A" é obtida transpondo—se as linhas de A, entio
D(A’) = — D(A). Se as linhas de A sdo ¢ B, isto 51gn1f1ca que pre-
cisamos mostrar que D(8,a) = ~~D(a, 8). Como D ¢€ bilinear

Dla + 8, a + B) = Dla, @) + D(a, ) + D(B, a) + D(B, B).
Por nossa hipétese, D(a + 8, a + 8) = Dfa, a) = (8, 8) = 0. Portanto,
0 = D(a, 8) + D(B, a).

Lema. Se¢ja D uma funcdo n-linear sébre n X n matrizes sobre
K. Suponhamos que D tenha a propnedade de que D(A) = 0 sempre
que duas linhas adjacentes de A sejam iguais. Entdo D é alternada.

Demonstragdo. Precidamos mostrar que D(4) = 0 quando duas
quaisquer linhas de A sdo iguais e que D{(4’) = — D(A4) e A’ € obti-
da transpondo-se (trocando entre si) duas quaisquer linhas de A.
Em primeiro lugar suponhamos que A’ seja obtida pela transposi-
¢do de duas linhas adjacentes de 4. O leitor deve verificar que o
argumento usado na demonstragdo do lema anterior se aplica ao
presente caso ¢ nos fornece D(A’) = — D(A).

Seja agora B obtida transpondo-se as linhas i e j de 4, onde
i < j. Podemos obter B a partir de 4 por uma sucessdo de transpo-
sicbes de pares de linhas adajacentes. Comegamos transpondo a
linha / com a linha ( + 1) e continuamos até que as linhas estejam
na ordem

S TR F TR PO VAT~ A0 T - 21 TE TR 2

Isto requer k = j — | transposigdes de linhas adjacentes. Agora,
movemos «; para a i-ésima posigdo usando (kK — 1) transposi¢oes
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de linhas adajacentes. Desta maneira obtivemos B a partir de 4 por
meio de k + (k-1) = 2k — 1 transposigdes de linhas adjacentes. Assim,

D(B) = (-1)**"'D(4) = — D(A).

Suponhamos que A4 seja uma n X n matriz arbitrdria com duas
linhas iguais, digamos a; = a;, com i < j. Se j =i + 1, entdo A
tem duas linhas iguais e adajacentes ¢ D(4) = 0. Sej > i + | trans-
pomos a4 € a; € a matriz resultante B possui duas linhas iguais e
adjacentes, portanto D{(B) = 0. Por outro lado D(B) = — I(4),
portanto D(A) = 0.

Definiclio. Se n > 1 e 4 é uma n X n matriz sébre K, indique-
mos por A(ilj) a (n — 1) X (n — 1) matriz obtida de A retirando-se
a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Se D é umg fungdo (n — 1)-linear
e A é uma n X n matriz, colocamos D;;(4) = D[A(j)].

Teorema 1. Seja n > 1 e seja D umgq fungdo (n — 1)-linear al-
ternada sébre as (n — 1) X (n — 1) matrizes sébre K. Para cada j,
1 < j < n, afungdo E; definida por

(5—4) E(A) = Z (— 1) ¥/ 4;,D:( A)
v ]

é uma fungdo n-linear alternada sébre n X n matrizes A. Se D é uma
Jungdo determinante, E; também o é.

Demonstra¢do. Se A € uma n X n matriz, D;(4) € indepen-
dente da i-ésima linha de 4. Como D é (# — 1)-linear, € claro que
D;; é uma fungfio linear de qualquer linha exceto a linha i, Portan-
to Ai;Di(A) é uma fungho n-linear de 4. Uma combinagiio linear
de fungdes n-lineares € n-linear, logo E; é n-linear. Para demons-
trar que E; ¢ alternada, bastara demonstrar que E{A4) = 0 sempre
que A tiver duas linhas iguais e adjacentes. Suponhamos que a = a4 1.
Sei = kei s k + 1, amatriz (4i|j) tem duas linhas iguais e entio
D;{(A) = 0. Portanto

Ef4) = (— 1)* T4k, DufA) + (— DF 144 10Dy 41)(A).
Como ax = ax+1,
Ari = Ag+1);, e AKlj) = Ak + 1))
Entdo ¢ evidente que E{A4) = 0.

Suponhamos agora que D seja uma fung¢io determinante. Se
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I® & an X n matriz unidade, entdo I™(jj)éa (n — 1) X (n — 1)
matriz unidade /»-V, Como Iif_!') = &.j, decorre de (5—4) que

(5—3) E{I™) = DI V),
Ora, D(I"-1) = 1, de modo que E(/) = 1 e E; é uma fungiio
determinante,

Cotolério. Seja K um anel comutative com elemento unidade ¢
seja n um inteiro positivo. Existe pelo menos uma funcdo determinante
sbbre o conjunto das n X n matrizes sébre K.

Demonstragdo. Demonstramos a existéncia de um fungiio de-
terminante s6bre 1 X 1 matrizes s8bre K ¢ mesmo sbbre 2 X 2
matrizes sdbre K. O Teorema | nos diz explicitamente como cons-
truir uma fungdio determinante sbre n X »# matrizes, a partir de
uma fungdo determinante sdbre (» — 1) X (# — 1) matrizes. O co-
roldrio decorre por indugfo.

Exemplo 5. Se B ¢ uma 2 X 2 matriz sdbre K fagamos
Bl = BuBz: — BaBa.
Entdo |B} = D(B), onde D é a funcio determinante sdbre 2 X 2

matrizes.
Ay Aiz Ay
A = | Ay Az Ass

Azy Azz Ay

Seja

uma 3 X 3 matriz s6bre K. Definindo E,, Es, E3 como em (5—4),
entio

: _ Ags Agay A1z Aus Arz Ay
G-6) &)= 4y Azs Asz Az21 Azz Az T 4 Azz Agsl
- — 4. |A21 Ass A A A A
G EfA) = —4r Am Az + Az Azi Az A32_A21 Ass
_ _ Az Ay, 1A An An A
G-8) Es(4) A1 Asz; Aas Azs Az Aag + Az Az Ase

Decorre do Teorema | que Ej, E; e E; sdo fungdes determinantes.
Na realidade, como mostraremos posteriormente, E; = E; = E,
mas 15to ainda néio € evidente mesmo neste caso simples. Poder-se-ia.
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contudo, verificar diretamente &ste fato desenvolvendo-se cada uma

das expressGes acima. Em vez de fazer, isto daremos exemplos par-
ticulares.

(a) Seja X = Rfx] e
x—1 x? x3 7
A= 0 x—2 1 .
0 0 x—3

_ !
E=—0f 7% - De-2x—3)

Entao

_ .20 |

=(x—DKx—2(x—13)

o=yl Ky

’ : i _ 2 X — z
53("):"3!8 A= Bl ey x—2

=(x—= D —2)(x —3).
(b) Seja K =R e

[0 t O
A=]0 o0 1}

1 00

Entédo
B = L =1
o= 8§
Eyd) = — |9 ('J:: L.
Exercicios

k. Cada uma das expressbes seguintes, define uma fungiic D sébre o con-
Junto das 3 X 3 matrizes sdbre o corpo dos mimeros reais, Em Quais dés-
tes casos D € um fungio trilinear?

(a) D{A) = A4,y + A, + Ay,

(b) D(A) = (A,,)? + 34,,4,,;
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(c) DXA) = A1 A1.4;;;

(d) D(A) = A, ;A:.A;: + 5A4,1A4.::4;:;

(e) D(A) = 0;

(f) D(A) = 1.
2. Verificar diretamente que as trés fungdes E,, E,, E; definidas por (5—6),
(5—7) e (5—8) s#o idénticas.
3. Seja X um anel comutativo com elemento unidade. Se A ¢ uma 2 X 2
matriz sdbre K, a adjunta clissica de 4 é a 2 X 2 matriz adj A definida por

H = Az: _Al z-l'
adj A I_—""Azl All._

Se det indica a dnica fungfio determinante sébre 2 X 2 matrizes sObre X,
mostrar gue

(a) (adj A)4A = A(adj A) = (det A)/;

(b) det (adj A) = det (A4);

(c) adj (A = (adj A).
(A indica a transposta de A).

4. Seja 4 uma 2 X 2 matriz sdbre um corpo F. Mostrar que 4 £ in-
versivel se, e sdmente se, det 4 # 0. Quando A é inversivel, dar uma for-
mula para 47",

5. Seja A uma 2 X 2 matriz sGbre um corpo F e suponhamos gue A? = 0.
Mostrar para cada escalar ¢ que det(c] — 4) = ¢

6. Seja X um subcorpo do corpo dos nimeros complexos e » um inteiro
positivo, Sejam j,, ..., j» € k1, ..., kx inteiros positivos menores ou iguais
a n Para uma n X n matriz 4 sGbre X definamos

D(A) = ACh, kDA(s ki) ... Aln, ka).

Demonstrar que D é n-linear se, € somente se, Os inteiros jy, ..., ja 540
distintos.

7. Seja X um anel comutativo com elemento unidade, Mostrar que a fun-
cio determinante sdbre as 2 X 2 matrizes 4 sdbre K é alternada e bilinear
como uma fungio das colunas de A.

8. Seja X um anel comutativo com elemento unidade. Definamos uma fun-
clio D sObre K pela regra

= A, A ____ Ay Ay A: A
D(A) = Ay, det[A“ A,i] A“det[A 4 ]+A“det o b

41 1

Mostrar que D ¢ alternada e trilinear como uma funciio das colunas de A.

9. Seja K um anel comutativo com elemento unidade ¢ D uma fungiio n-li-
near alternada sdbre as # X n matrizes sdbre K. Mostrar que

(a8) D(A) = 0, se uma das linhas de 4 é 0.

(b) D(B) = D(A) se B é obtida a partir de 4 somando-se um miiltipio
escalar de uma linha de 4 a outra.

10. Seja F um corpo, A uma 2 X 3 matriz sGbre F ¢ (¢,, €2, ¢;) O vetor em
F, definido por :

- A]_; A13! C: = At; Al! AII A!l
A ? A:_‘i A:I All Aa!

CI. C_; =

FE] A:;
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Mostrar que

(a) pdsto (4) = 2 se, e sbmente se, (c,, €1, ¢;) # 0;

(b) se A tem posto 2, entlio (cy,c.¢;) é uma base do espago-solugdio
do sistema de equagdes AX = 0.

11. Seja X um anel comutativo com elemento unidade ¢ seja D uma fungio
bilinear alternada sdbre as 2 X 2 matrizes sdbre K. Mostrar que D(A) = (det
A)D(I) para qualquer A. Utilizar agora &ste resultado (nfio sdo permiti-
dos célculos com os elementos) para mostrar que det (4B) = det(A) det(B)
para quaisquer 2 X 2 matrizes 4 ¢ B sdbre K.

12. Seja F um corpo ¢ D uma funglio sObre as n X n matrizes sbbre F (com
valores em F), Suponhamos que D(AB) = D(A) D(B) para quaisquer A,
B, Mostrar que ou D(A4) = O para qualquer A ou D(I) = 1. No @ltimo
caso mostrar que D(A4) = 0 sempre que A é inversivel.

13. Seja R o corpo dos nimeros reais ¢ seja D uma funglio sdbre as 2 X 2
matrizes sdbre R, com valores em R, tal que D(4B) = D(A)D(B) para quais-
quer A, B. Suponhamos também que

o ([0 o)) =2 ([o 2])

Demonstrar o seguinte:

(a) D(0) = O;

(b) DAY = O se A? = 0

(c) D(B) = —D(A) se B é obtida transpondo-se duas linhas (ou co-
lunas de A4,

(d) D(A) se uma linha (ou coluna) de 4 é 0;

(e) D(4) = O sempre que A ¢ singular.

14. Seja A uma 2 X 2 matriz s6bre um corpo F. Entio o conjunto das ma-
trizes da forma f(4), onde ¢ um polindmio sbbre F, ¢ um anel comutativo
X com elemento unidade, Se B € uma 2 X 2 matriz sdbre X, o determi-
nante de B é entio uma 2 X 2 matriz sdbre F, da forma f(4). Suponhamos
que I seja a 2 X 2 matriz unidade sbbre F e que B seja a 2 X 2 matriz sb-
bre X :

A - A;lf """"‘Algf

B=1"_a,i 4— a1

Mostrar que det B = f(A4), onde f = x? — (A4,, + A.;)x + det A4, e tam-
bém que f(4) = 0.

5.3 Permutacdes e a Unicidade de Determinantes

Nesta se¢io demonstraremos a unicidade da fungdo determi-
nante sdbre as n X n matrizes sdbre K. A demonstracio nos levard,
de modo bem natural, a considerar permutagdes ¢ algumas de suas
propriedades bdsicas.

Suponhamos que D seja uma fungfio n-linear alternada sbbre
as n X n matrizes sObre K. Seja 4 uma » X n matriz sébre K com
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linhas a), s, ..., a,. Se indicarmos as linhas da n X n matriz uni-

dade sGbre K por ¢, ¢, ..., €, entio

(5-9) a; =2 A(i,j)éj, ] < l.<“ n.
i=1

Logo

D(A) = D(Z AL, j)ej a2, ...y an)
J
= 2 A(l,j)D(ﬁj, X2y 0oy a“)'
S
Se agora substituirmos a2 por T A(2, k), veremos que
&

D(e,-,az, vy Xy = z A(2, k)D’(éj, €ky ...y a,,).
&
Assim
D(A) = X A(l,_})A(2, k)D(e,-, €ky « . ey aﬂ).

ik
Em Dfej, e, ..., a,) substituimos em seguida as por T A(3, )¢ e
assim por diante. Obtemos finaimente uma expressdo complicada
mas tedricamente importante para D(A), a saber

Em (3-10) a soma ¢ estendida a tdas as seqii@ncias (ky, k2, . . ., k,)
de inteiros positivos menores ou iguais a n, Isto mostra que D € uma
soma finita de fung¢Ses do tipo descrito por (5-2). Deve-se notar que
(5-10) € uma conseqiiéncia apenas da hipétese de que D é n-linear e
também que um caso particular de (5-10) foi obtido no Exemplo 2.
Como D € alternada,

D = (eha €kas - o vy €k)) = 0

sempre que dois dos indices k; sdo iguais. Uma seqiiéncia (ky, k2, . . . _

-» » ks) de inteiros positivos menores ou iguais a n, com a proprie
dade de ndo existirem dois k; iguais, ¢ denominada uma permutaciio
de grau », Portanto, em (5—10), precisamos somar considerando ape-
nas as seqiiéncias que sejam permutagdes de grau n,

Com uma seqiiéncia finita, ou n-upla, € uma fungio definida
sObre os n primeiros inteiros positivos, uma permutagio de grau n
pode ser definida como uma fungio bijetora do conjunto {1, 2, .. ., n}
em si mesmo. Tal fungdo ¢ corresponde 4 n-upla (¢1, 02, ..., on) e &
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simplesmente uma regra para ordenar 1, 2, ..., n de alguma maneira
bem definida.

Se D ¢é uma fungfio n-linear alternada e A é uma n X n matriz
sdbre K, entdo temos

(5-11) D(A4) =Z A(l,¢1)... A(n, om)Dle,,, . . -, €42)

onde a soma € estendida a tddas as permutagdes o distintas e de grau »,
A seguir mostraremos que

(5'12) D(e,,_, vers ) =1 Dler, ..., €)

onde o sinal + depende sOmente da permutagio ¢. A razdo para
isto € a que segue. A seqiiéncia (o1, o2, ..., on) pode ser obtida da
seqiiéncia (1, 2, ..., #n) por um nimero finito de transposi¢des de
pares de elementos. Por éxemplo, se ¢1 # ), podemos transpor 1 e
ol obtendo (a1, ..., 1, ...). Procedendo desta maneira chegaremos
& seqiiéncia (¢l, ..., on) apés n ou menos transposigbes de pares.
Como D ¢ alternada, o sinal de seu valor muda cada vez que trans-
pomos duas das linhas ¢; ¢ ¢;. Assim, se passamos de (I, 2, ..., #)
a(el, 02, ..., on) por meio de m transposigbes de pares (i, j) teremos

D(‘ﬂ! cevy en) = (_ l)mD(Gh ey fﬂ)-

Em particular, se D € uma fungdo determinante

(5-13) Degys o0y €)= (— "

onde m depende sdmente de ¢ € ndo de D. Assim, tddas as fungdes
determinantes associam o mesmo valor 4 matriz com linhas ,,, .. .,
.y €., € 8ste valor é 1 ou —1,

Um fato bésico sdbre permutagBes € o seguinte: se ¢ € uma
permutagdo de grau #, pode-se passar da seqiiéncia (1, 2, ..., n)
a seqiiéncia (o1, ¢2, ..., on) por meio de uma série de transposi¢des
de pares e isto pode ser feito de diversas maneiras; contudo, quail-
quer que seja a maneira pela qual isto é feito, o nimero de trans-
posigdes usadas € sempre par ou sempre impar. A permutagio €
entio denominada par ou impar, respectivamente. Define-se o sinal
de uma permutagio por

1, se o
l, se o

par

sinal ¢ = { °r
— ¢ impar

com o simbolo ““1” indicando aqui o inteiro 1. Mostraremos abaixo

que esta propriedade basica das permutagdes pode ser deduzida do

que jd sabemos sdbre fungdes determinantes. Suponhamos por ora



152 DETERMINANTES

que isto seja verdade. Entdo o inteiro m que aparece em (5—13) é
sempre par se ¢ € uma permutagio par e € sempre impar se ¢ é uma
permutagio impar. Para qualquer fungdo D n-linear e alternada
temos ent@o :

Dieyyy ..., ¢,) = (sinal o)D( ey, ..., €)
e usando (5—11)
(5-14) D(A) = [Z (sinal 0)A(1, c¢l) ... A(n, en)] D(I).

E claro que 7 indica a n X » matriz unidade.

De (5—14) vemos que existe exatamente uma fungdo determi-
nante sdbre as n X n matrizes s6bre K. Se indicarinos esta fungo
por det, ela serd dada por

(5-15) det(A) = Z (sinal 0)A(l, o1) .., A(n, on)

sendo a soma estendida a t8das as permutagdes o distintas ¢ de grau
n. Podemos resumir formalmente como segue.

Teorema 2. Seja K wm anel comutativo com elemento unidade
¢ seja n um inteiro positivo. Existe exatamente uma fun¢do determi-
nante sobre o conjunto das m X n matrizes sébre K, que é a fuhgdo
det definida por (5-15). Se D é uma fungdo n-linear alternada arbi-
trdria s6bre o conjunfo das n X n matrizes sébre K, entdo, para téda
-matriz A déste tipo,

D(A) = (det A)D()).

Bste é o teorema que procurdvamos, mas deixamos uma lacuna
na demonstragdo. Essa lacuna ¢ a demonstragdo de que, para umb
dada permutagfo ¢, quando passamos de (1, 2, ..., #) para (eI,
¢2, ..., on) transpondo _pares, o nimero de transposigSes € sempre
par ou sempre fmpar, Este fato bésico de combinatéria pode ser
demonstrado sem nenhuma referéncia a determinantes; contudo, gos-
tarfamos de salientar como éle decorre da existéncia de uma fungfio
determinante sdbre n X 7 matrizes.

Tomemos K como sendo o dnel dos inteiros. Seja D uma fun-
gio determinante s8bre as n X n matrizes s8bre X, Seja o uma per-
mutagiio de grau » e suponhamos que passemos de (1,2, ..., m)a
(o1, 02, ..., on) por meio de m transposicdes de pares (i, j); i » J.
Como mostramos em (5—13)

(— " = -D(Ens voey €an)s
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isto é, 0 niimero (— 1)™ tem que ser o valor de D sObre a matriz de
linhas ¢,,, ..., €,. Se

De,,\(, ..., &) = 1,
entdo m tem que ser par. Se
D(E,l, R e'n) = - ls

entdo m tem que ser impar.

Como temos uma férmula explicita para o determinante de uma
n X n matriz e esta formula envolve as permutagdes de grau n, va-
mos concluir esta se¢io fazendo mais algumas observagdes sObre
permutagﬁes Primeitro, nbotemos que existem exatamente n! = 1.2

. n permutag3es de grau n, pois se ¢ € uma tal permutagfio, exis-
tem n escollias possiveis para ¢1; uma vez feita, existem (n — 1) pos-
sibilidades para ¢2) depois (n — 2) possnblhdades para ¢3 e assim
por diante. Logo, existemn

nn—1Dr—2)...2.1=n!

permutagiio o. A férmula (5—15) para det (A4) fornece desta maneira
det (4) como uma soma de ! térmos, um para cada permutagdo de
grau #. Um térmo genérico € um produto

A(l, ol) ... A(n, on) de n elementos de A,

um elemento de cada linha ¢ um de cada coluna, e é acompanhado
de um sinal “+” ou “—" conforme ¢ seja uma permutagdo par ou
impar.

Quando as permutagdes s¥o consideradas como funges bije-
toras do conjunto {1, 2, . , n} em si mesmo, é possivel definir um
produto de permutagdes. o produto de o por r serd simplesmente a
fungdo composta or definida por

(e} (D) = o(s(i)).
Se ¢ indica a permutagdo idéntica, ¢(i) = i, entio cada ¢ possui
uma inversa o~ ! tal que

oe”!l = ¢
Pode-se resumir estas observagdes dizendo que, em relagio a ope-
ragio de composi¢do, 0 conjunto das permutag¢des de grau n é um

grupo. Este grupo € usualmente denominado o grupo simétrico de
grau .
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Do ponto de vista de produtos de permutagOes, a propriedade
fundamental do sinal de uma permutagdo é que

(5-16) sinal (¢7) = (sinal ¢)(sinal 7).

Em outras palavras, ¢7 € uma permutagdo par se ¢ € v $830 ambas
pares ou ambas impares enquanto que or € impar se umta das duas
permutagles € impar e a outra é par. Pode-se ver isto pela définigio
do sinal em térmos de permutagdes sucessivas de pares (i, ). Podera
ser também instrutivo se ressaltarmos como a igualdade sinal (o7) =
= (sinal ¢) (sinal ) decorre de uma propriedade fundamental dos
determinantes.

Seja K o anel dos inteiros € sejam ¢ ¢ r permutagdes de grau a.
Sejam €1, ..., ¢ as linhas da » X n matriz unidade sdbre K, seja
A a matriz de linhas ¢,,, ..., ¢, € séja B a matriz de linhas «,,,
eves €. A i-€sima linha de 4 contém exatamente um elemento
ndo-nulo, a saber, 0 1 na coluna 7i. A partir disto, é fcil ver quee,,,
¢ a i-ésima linha da matriz produto 4B, Ora,

det(A4) = sinal r, det(B) = sinal ¢ e det(4B) = sinal (o7).

Portanto teremos sinal (¢+) = (sinal ¢) (sinal r) desde que demons-
tremos o seguinte:

Teorema 3. Seja K um anel comutativo com elemento unidade
e sejam A e B n X n matrizes sébre K. Entio

det (4B) = (det A)(det B).

Demonstracdo. Seja B uma n X n matriz fixa sébre K e para
cada n X n matriz A definamos D(A) = det-(AB). Se indicarmos
as linhas de A4 por ay, ..., a,, entdo

Doy, ..., az) = det (mB, ..., anB).

Aqui a;B indica a 1 X n matriz que € o produto da | X »n matriz
a; pela n X n matriz B. Como

(cai + a!)B = caiB + aiB

e det € n-linear, & fécil ver que D € n-linear. Se a; = a;, entdo, a;B =
= a;B, ¢ como det € alternada
Doy, ..., an) = 0.

Logo, D ¢ alternada. Ora, D é uma fungdo n-linear alternada e pelo
Teorema 2

D(A) = (det A)DI).
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Mas D(I) = det (IB) = det B, portanto
det (AB) = D(A) = (det A){det B).

O fato de que sinal (¢7) = (sinal ¢) (sinal ) € apenas um dos
muitos corolédrios do Teorema 3. Consideraremos alguns désses co-
roldrios na préxima segdo.

Exercicios

1. Se K é um anel comutativo com elemento unidade ¢ 4 € a matriz sdbre

K dada por
0 a b
A=] —a 0 ¢
—Hh —c 0

mostrar que det A = Q.-
2. Demonstrar que o determinante da matriz de Vandermonde

1 a a
1 & b
1 ¢ c2

éb— a)(c — a) (c — D)

3. Enunciar explicitamente as seis permutacdes de grau 3, dizer quais sio
impares e quais s30 pares ¢ usar isto para dar uma férmula completa (5—15)
para o determinante de uma 3 X 3 matriz.

4. Sejam v e r as permutagdes de grau 4 definidas por ¢l = 2, 42 = 3,
3 =4, 04 =1, 7] =3, r2 =1, 3 =2 74 = 4

(a) « € par ou impar? r € par ou impar?

{b) Determinar or € ro.

8. Se A é uma n X n matriz inversivel s8bre um corpo, mostrar que det
A #= 0O :

6. Seja A uma 2 X 2 matriz sdbre um corpo. Demonstrar que det (I + A)=
= 1 4 det 4 se, e sdbmente se, trago (4) = 0.

7. Uma n X n matriz A é denominada triangular se 4,; = 0 sempre que
i > jouse A; = 0 sempre que i< j Demonstrar que o determinante de
uma matriz triangular é o produto 4,,4;; ... A de seus elementos dia-
gonais.

8. Seja A uma 3 X 3 matriz sdbre o corpo dos numeros complexos. For-
memos a matriz xI — A cujos elementos s§o polindmios, sendo o elemen-
to #, j desta matriz 0 polindmio §;x — A4;;. Se f = det (xI — A4), mos-
trar que f € um polindmio unitdrio de grau 3. Escrevendo

J=x—cXx — clx —¢y)
com numeros complexos ¢,, ¢,, e ¢;, demonstrar que

¢t 4+ €2 + ¢; = trago (A) e ¢,c, = det A.



156 DETERMINANTES

9, Seja # um inteiro positivo e F um corpo. Se ¢ € uma permutagéio de grau
», demonstrar que a fungido
T(xl, sy xn) = (xﬂ'h voevy Xg,,)

¢ um operador linear inversivel sdbre Fn.

10. Seja F um corpo, n um inteiro positivo e S o conjunto das n X » ma-
trizes sdbre F. Seja V o espago vetorial de todas as fungdes de S em F. Seja
W o conjunto das fungdes n-lineares altérnadas sGbre S. Demonstrar que
W € um subespago de V. Qual é a dimensdo de W?

11. Seja T um operador linear sdbre F*. Definamos
Drio,,...,om) = det (To,, ..., Tay)
(a) Mostrar que Dr € uma fungio n-linear alternada.
- (b) Se
¢ = det (Te,,..., Te)
mostrar que para s quaisquer vetores ay, ..., a, temos
det (T, ..., Ta,) = c det (o, ..., ag).

(c) Se ® € uma base ordenada arbitriria de F» e 4 é a matriz de T em
relagio & base ordenada ®, mostrar que det A4 = c.
(d} Qual é um nome razodvel para o escalar ¢?

12, Se ¢ ¢ uma permutacic de grau n e 4 € uma # X n matriz sébre o cor-
po F com vetores-linhas a,, ..., as indiquemos por ¢{A4)} & # X 7 ma-
triz com vetores-linhas ag:, ..., g,

(a) Demonstrar que ¢(A8) = o(A)B e em particular que «{4) = ()4,

{b) Se T o operador linear do Exercicic 9, demor.strar que a matriz
T em relagiio a4 base ordenada candnica € o({).

(c) «'(I) é a matriz inversa de «()?

(d) E verdade que o(A) é semelhante a A”

13. Demonstrar qua a funcfo sinal sébre permutagdes € tinica no seguinte
sentido: se fé uma fungdo qualquer que associa a cada permutago de grau
# um inteiro e se f(er) = f{o) f{r), entdo fé idénticamente nula, ou fé idén-
ticamente 1 ou f € a fungéo sinal.

5.4 Propriedades Adicionais dos Determinantes

Nesta sec¢do relataremos algumas das propriedades tteis da fun-
¢d0 determinante sGbre # X n matrizes, Talvez a primeira coisa que
devamos destacar seja a que segue. Em nossa discussdo de det A,
as linhas de A desempenharam um papel privilegiado. Como nio
existe nenhuma diferenga fundamental entre linhas e colunas, pode-
se muito bem esperar que det A seja uma fungdo n-linear alternada
das colunas de A. Isto ocorre e, para demonstrd-lo, basta mostrar
que

(5-17) det (A4%) = det (4)

onde 4' indica a transposta de 4.



PROPRIEDADES ADICIONAIS DOS DETERMINANTES 157

Se ¢ é uma permutagio de grau n
A'(i, 6i) = A(si, ).
Da expressio (5-15) tem-se entdo
det (4%) = “f‘:(sinal o)A(el, 1) ... A(en, n),

Quando i = o~ Y, A(vi, 7)) = A(J, c”Y/). Assim
A(el, 1) ... Alon,n) = A(l, e '1) ... A(n, ¢~ 1n).
Como oe~! € a permutagio idéntica,

(sinal o) (sinal ¢~ ') = 1, ou seja, sinal (¢~') = sinal (o).
Além disso, quando ¢ percorre tddas as permutagées de grau s, ™!
também o faz.

Portanto
det (4*) = %(sinal e~ DA, e"11) ... A(n, o= 'n)

= det A,

o que demonstra (5—17).

Em certas ocasifes € preciso calcular certos determinantes par-
ticulares. Quando isto € necessério, € freqiientemente 1itil tirar van-
tagem do fato seguinte: se B € obtida de A somando-se um miltiplo
de wma linha de A a outra (ou um multiplo de uma coluna a outra),

entdo
(5-18) det B = det A.
Demonstraremos a afirmagdo relativa as linhas. Seja B obtida de 4
somando-se ca; a a;, onde i < j. Como det € linear como uma fun-
¢do da i-ésima linha
det B=detA 4+ cdet(ar, ... ,aj,...,0)...,ap)
= det A.

Outro fato til é o seguinte: consideremos uma # X » matriz
da forma em blocos
A B]
[0 C

onde A é uma r X r matriz, C é uma s X s matriz, Bér X se 0
indica a s X r matriz nula. Entdo

(5-12) ‘jﬁt [0 g-] = (det A)(det C).
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Para demonstrar isto, definamos
A B
D(A, B, C) = det[o 21

Se fixarmos A e B, entdo D é alternada e s-linear como uma fungdo
das linhas de C. Assim, pelo Teorema 2

D(A, B, C) = (det C)D(4, B, 1)

onde / é a s X 5 matriz unidade. Subtraindo das linhas de B miil-
tiplos das linhas de I ¢ usando a afirmag8o (5-18) acima, obtemos

D(A, B, ) = D(A, 0, 1).

Ora, D(A4, 0, 1) é evidentemente alternada e r-linear como uma fun-
¢iio das linhas de A. Assim

D(A, 0, I) = (det A)DXI, O, I).

Mas D(1,0,I) = 1, logo

IXA, B, C) = (det C)D(A, B, I}
(det C)D(4, 0, I)

(det C) (det A).

[

Por um raciocinio do mesmo tipo, ou tomando transpostas

A 0] _ '
(5:20) det [ 4 c] — (det 4)(det C).
Exemplo 6. Suponhamos que K seja o corpo dos nimeros ra-
cionais ¢ que desejamos calcular o determinante da 4 X 4 matriz

1 —lI 2 3
2 2 0 2
A=1{4 1 —1 —1
1 2 3 0

Subtraindo das linhas 2, 3 e 4 miltiplos cdorfvenientes da linha I,
obtemos a matriz

I —1 2 3
0 4 —4 —4
0 5 —9 —13

0O 3 1 —3

que, como sabemos por (5—18), terA 0 mesmo determinante que A.
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Subtraindo da linha 3, ; da linha 2 e depois subtraindo da linha 4,
3 da linha 2, obtemos

1 —1 2 3
g0 4 —4 —s
=lo o0 —4 —8

0O ¢ 4 o

e novamente det B = det 4. A forma em blocos de B nos diz que
1 —1|}—4 —8 ,

Seja agora n > 1 e seja A uma n X n matriz sébre K. No Teo-
rema 1 mostramos como construir uma fun¢do determinante sbre
as n X n matrizes, dada uma tal fungio sébreas(n — 1) X (n — 1)
matrizes. Agora que demonstramos a unicidade da fungio determi-
nante, a formula (5—4) nos diz o que segue. Se fixamos uma coluna
arbitraria de {ndice j,

det A = = (— 1)"+74;; det AGl)).
f=]

O escalar (— 1)'*7 det A(ilj) € usualmente denominado o i, j cofator
de A ou o cofator do elemento i, j de A. A formula acima para det 4
é entdo denominada o desenvolvimento de det A pelos cofatores da
j-ésima coluna (ou, as vézes, o desenvolvimento pelos menores da
j-ésima coluna). Se colocarmos

Ci; = (— 1)'+? det AG)))

entio a férmula acima dird que para cada j
det4A =2 A,‘jC,‘_{
i=]

onde o cofator C;; é (— 1)'t/ vézes o determinante da (n — 1) X
X {n— 1) matriz obtida de A retirando-se a j-ésima linha e a j-ésima
coluna de A4.

Se j = k, entdo

E AkafJ _— 0.

F=1

De fato, substituamos a j-ésima coluna de A4 por sua k-ésima coluna
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e chamemos a matriz resultante de B. Entdo B possui duas colunas
iguais, logo det B = 0. Como B(ilj) = A(i]j) temos

0 = det B

= 2 (— 1)t4;, det A(lj)

=1
= 2 A.C;,.
i=1
Estas propriedades dos cofatores podem ser resumidas por
(5-21) T AuiC; = 3, det A.
i=1

A n X n matriz ad) A4, que é a transpoéta da matriz dos cofa-
tores de A, € denominada a adjunta classica de 4. Assim

(5-22) (adj A);; = Cji = (— 1)'*! det A(ji).
As formulas (5-21) podem ser resumidas na equagdo matricial
(5-23) (adj A)A = (det A)L.

Desejamos também ver que A(adj A) = (det A)]. Como A'(i]j) =
= A(j|i)* temos

(— D)7 det A'G)j) = (— 1Y+ det A(jl)
que diz simplesmente que o /, j cofator de A* ¢ o j, i cofator de A.
Assim
(5-24) adj (4*) = (adj A).
Aplicando (5—23) a A* obtemos
(adj A)A* = (det A5) = (det A)/

e transpondo |

A(ad) A%) = (det A)I.
Usando (5—23) obtemos o que queremos:
(5-25) A(adj 4) = (det A)I.
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Da mesma forma que para matrizes sdbre um corpo, uma # X »
matriz 4 sdbre K € dita inversivel sdbre K se existe uma n X » ma-
triz A~' com elementos em K tal que A4~ = 4-1'4 = I. Se existe
uma tal inversa, ela é iinica, pois 0 mesmo argumento usado no Ca-
pitulo 1 mostra que quando BA = AC = I temos B = C, As fér-
mulas (5-—23) e (5—25) nos dizem o seguinte sGbre a inversibilidade
de matrizes sObre K: se o elemento det 4 possui um inverso multi-
plicativo em K, entdo A € inversivel a A~! = (det A)~! adj 4 éa
Unica inversa de 4. Reciprocamente, € fdcil ver que, se 4 é inversfvel
sObre K, o elemento det 4 € inversivel em K, pois se B4 = [ temos

= det / = det (4#B) = (det A4)(det B),
O que demonstramos é o seguinte:

Teorema 4. Seja A uma n X n matriz sébre K. Entdo A é in-
versivel sobre K se, e somente se, det A é inversivel em K. Quando A
¢ inversivel, a unica inversa de A ¢é

A~1 = (det 4)~! adj A,

Em particular, uma n X n matriz sdbre um corpo é inversivel se, e
somente se, seu determinante é diferente de zero.

Gostarfamos de salientar que &ste critério relativo a determi-
nantes para a inversibilidade demonstra que uma »n X n matriz com
uma inversa a esquerda ou 2 direita € inversive!. Esta demonstragio
é completamente independente da demonstragio que fizemos no
Capitulo 1 para matrizes s6bre um corpo. Gostariamos também de
ressaltar o que a inversibilidade significa para matrizes cujos ele-
mentos sdo polindmios. Se X € o anhel de polin8mios F[x), os tnicos
elementos de K que sdo inversiveis sdo os polindmios constantes
ndo-nulos. De fato, se f ¢ g sio polindmios e fg = 1, temos gr(f) +
+ gr(g) = 0 de modo que gr(f) = gr(g) = 0, isto é, f e g sdo poli-
ndmios constantes. Portanto uma n + » matriz sbbre o anel de
polindmios F[x] é inversivel sdbre F[x] se, ¢ sdmente se, seu deter-
minante € um polindmio constante n&o-nulo,

Exemplo 7. Seja KX = R[x], o anel de polin8mios s8bre o corpo
dos nimeros reais. Sejam

[ Eox [ =1 x+2
"“[x-—l ]B_[x"’-—-Zx+3 x|

Entdo, por meio de cdlculos simples, det 4 = x + l edet B = — 6,
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Assim, 4 néo € inversivel sdbre K, enquanto que B € inversivel sdbre
K. Notemos que

adi 4 = ; —x—1 s X —x—2
dd"A"[—x—i—l x* + xJ ad]B_l;—x2+2x—3 x? — lJ
e (adj )4 = (x + 1)/, (adj B)B = —6/. E claro que

| x —x — 2
=l ama . 2.
B~ = 61—x* + 2x — 3 l+-x2]

Exemplo 8. Seja X o anel dos inteiros ¢

1 2

A=[3 41
Entio det 4 = —2 ¢

[3 7]
adjd = [—3 1

Assim, 4 nfo é inversivel como uma matriz sdbre o anel dos inteiros;
no entanto, podemos também considerar A como uma matriz s8bre
o corpo dos mimeros racionais. Se o fazemos, entio A € inversivel e

- 1[ 4 mz] [——2 1]
A~ = — = " .
2l—3 )= & —i

Com relagio a matrike$ inversiveis, gostariamos de mencionar
mais um fato elementar. Matrizes semelhantes t€ém o mesmo deter-
minante, isto &, se P éinversivel sbbre Ke B = P-14P,entiodet B =
= det A. Isto € evidente, pois

det(P~14P) = (det P~1)(det A)(det P) = det A.

Esta observagdo simples torna possivel definir o determinante de um
operador linear sdbre um espago vetorial de dimensdo finita. Se T
€ um operador linear s6bre V, definimos o determinante de T como
sendo o determinante de qualquer n X n matriz que represente T
em relagfio a alguma base ordenada de V. Como tddas essas matrizes
sao semelhantes, elas possuem o mesmo determinante e nossa defi-
ni¢io faz sentido.

Gostariamos agora de discutir a regra de Cramer para a reso-
lucio de sistemas de equagdes lineares. Suponhamos que A4 seja uma
n X n matriz sdbre o corpo F e que desejamos resolver o sistema
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de equacdes lineares AX = Y para uma dada n-upla (31, ..., ya).
Se AX = Y, entio

(adj A)AX = (adj A)Y
e portanto (det A)X = (adj A)Y.

Assim (det A)x; = E (adJ A)iiyi

= E (— 1)+, det AG))).
Fa ]
Esta ultima expressdao € o determinante de n X n matriz obtida subs-
tituindo a j-ésima coluna de A por Y. Se det 4 = 0, tudo isto ndo
nos diz nada; contudo, se det A »= 0 temos o que ¢ conhecido como
a regra de Cramer. Seja A uma n X n matriz sbbre o corpo F tal
que det 4 = 0. Se y;, ..., y. sfo escalares arbitririos em F, a dnica
solugio X = A~1Y do sistema de equagdes 4X = Y é dada por

det Bj
det 4’

onde B; € a n X n matriz obtida de A substituindo a j-ésima coluna
de 4 por Y

Concluindo éste capftulo, gostariamos de fazer alguns comen-
tarios que sirvam para colocar os determinantes naquilo que acre-
ditamos ser a perspectiva apropriada, De vez em quando, é neces-
sério-calcular alguns determinantes particulares e esta segdo foi par-
cialmente dedicada a técnicas que irdo facilitar &se trabatho. No
entanto, o papel principal dos determinantes neste livro € tedrico.
Nao se discute a beleza de fatos tais como a regra de Cramer. Mas
a regra de Cramer € um instrumento ineficiente para resolver siste-
mas de equagdes lineares, principalmente porque envolve cdlculos em
demasia. Portanto, deve-se concentrar no que a regra de Cramer
diz, e ndo em como calcular por meio dela. De fato, refletindo sébre
éste capitulo, esperamos que o leitor coloque mais énfase na com-
preenséo do que a fungio determinante € e como ela se comporta
do que no modo de calcular determinantes de matrizes particulares.

X; = _}'=_1,....H

Exercicios

1. Usar a férmula da adjunta cléssica para calcular as inversas das 3 X 3
matrizes reais seguintes:

[*-23 J cos&O_senﬂ]
0
sen 8 O cos 8
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2. Usar a regra de Cramer para resolver os seguintes sistemas de equagdes
lineares sébre o corpo dos numeros racionais:

@) x+ y+4+ =11
Ix—by— 2= 0
Ix+4v 4+ 22 = 0

) Ix—2y= 7
Iy—2r= 6
3z — 2x = —1

3. Uma n X n matriz 4 sdbre um corpo F é anti-simétrica se 4 = —A4.
Se 4 é uma » X n matriz anti-simétrica com elementos complexos e se »
¢ impar, demonstrar que det 4 = 0,

4. Uma n X n matriz A sbbre um corpo F ¢ dita orfogonal se AA4' = ]
Se A ¢ ortogonal, mostrar que det 4 = 4+ 1. Dar um exemplo de uma ma-
triz ortogonal para a qual det 4 = —1.

8. Uma n X n matriz 4 sdbre o corpo dos nimeros complexos é dita uni-
tiria se 44" = ] (4* indica a transposta conjugada de A). Se A4 € unitd-
ria, mostrar que [ det £ | = 1,

6. Sejam T e U operadores lineares sébre o espago vetorial V' de dimen-
s#o finita. Demonstrar que

(a) det (TU) = (det TXdet U);

(b) T é inversivel se, e sdmente se, det T = O,

7. Seja 4 uma »# X n matriz sébre X, um anel comutativo com elemento
unidade. Suponhamos que A seja da forma em blocos

4, 04 ... 07
0 4, ... 0O
e . .
L0 0 ... Al

onde A4; ¢ uma r; X r; matriz. Demonstrar que
det 4 = (det A, Xdet 4;) ... (det A4,).

8. Seja V o espago vetorial das #» X n matrizes sObre o corpo F, Seja B um
elemento fixo de V e seja Tp ¢ operador linear sdbre V definido por Ta(A)
= AB — BA. Mostrar que det Tz = 0,

9, Seja A uma # X # matriz sébre um corpo, 4 = 0. Se r é um inteiro
positivo arbitrdrio entre 1 e n, uma r X r submatriz de 4 € qualquer » X r
matriz obtida retirando (# — r) linhas e (n — r) colunas de A. O posto-
-determinante de 4 é o maior inteiro positivo r tal que alguma r X r sub-
matriz de 4 possua um determinante ndo-nule, Demonstrar que o pdsto-
-determinante de A4 € igual ao pbsto-linha de 4 (= pbsto-coluna de A).

10. Seja 4 uma n X n matriz sbbre o corpo F. Demonstrar que existem
no miximo » escalares ¢ distintos em F tais que det (¢l — A) = 0,

11. Sejam A4 e B n X n matrizes sbre o corpo F, Mostrar que se 4 ¢ inver-
sivel existem no méximo » escalares c em F para os quais & matrizc4 + B
néo € inversivel.
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12. Seja V o0 espago vetorial das # X »# matrizes sobre F, B uma n X n
matriz fixa sObre F € sejam Lz ¢ Rz 0s operadores lineares sdbre ¥ defini-
dos por La(4) = BA e Rp(A) = AB. Mostrar que

(a) det Lz = (det B)*:

(b) det Ry = (det B).

13. Seja ¥ o espago vetorial das #n X n matrizes sobre o corpo dos nime-
ros complexos e seja B uma n X n matriz sgbre C, fixa. Definamos um
operador linear Mp sbbre V' por Ma(A) = BAB*. onde B* = Bi. Mos-
trar que

det Mz = | det B |=.

Seja agora H o conjunto de tddas as matrizes hermitianas em ¥V, (4
¢ hermitiana se 4 = A*) Entio H & um espaco vetorial sdbre o corpo dos
nimeros reais. Mostrar que a fungfio Tp definida por Ts(4) = BAB* é
um operador linear sdbre o espago vetorial real A e depois mostrar que
Te = |det B|*. (Sugestdo: Ao calcular det Ts, mostrar que ¥ possui wma
base constituida de matrizes hermitianas e entfo mostrar que det 7'z = det
Mp.)

14. Sejam A, B, C, D n X n matrizes sébre o corpo F tais que elas comutam.
Mostrar que o determinante da 2n X 2n matriz

E

é det (AD — BC).



CAPITULO 6

DECOMPOSICOES
EM SOMAS DIRETAS INVARIANTES

6.1 Decomposicdes em Somas Diretas

Mencionamos anteriormente que nossa meta principal é estu-
dar transformagles lineares sGbre espagos vetoriais de dimensdo
finita, Até éste ponto j4 vimos muitos exemplos particulares de trans-
formagdes lineares e demonstramos alguns teoremas sdbre transfor-
formag3es lineares arbitrdrias. No caso de dimens3o finita utilizamos
bases ordenadas para representar essas transformagdes por mejo de
matrizes e essa representagdo nos ajuda a perceber o seu comporta-
mento. Pesquisamos o espago vetorial L(V, W) das transformagses
lineares de um espago em outro e também a dlgebra linear L(V, V)
das transformagdes lineares de um espago em si mesmo. Nos pré-
ximos dois capitulos, estaremos preocupados com operadores linea-
res. Nosso programa é tomar um operador linear T s6bre um espago
vetorial V' de dimensdo finita e ‘“desmontd-lo para ver como éle
funciona”. Nosso método fundamental para o estudo de T serd o
de decompor o espago subjacente ¥ numa soma de subespacgos, cada
um dos quais € invariante sob 7. Isto “decompora’ T numa soma de
operadores mais simples. Passamos agora a apresentar as idéias fun-
damentais de que necessitaremos,

Se W, e W, sido subespagos de ¥V, ja discutimos a soma W =
= Wi + W,, isto é, o subespago de todos 0s @ = a1 + a2 com a;
em W,;. Uma situacdo particularmente agraddvel ocorre quando W,
e W, sdo disjuntos, isto €, quando a intersegdo de Wy e W2 € o sub-
espago nulo. De fato, neste caso, um dado vetor « em W pode ser
escrito sob a forma a = a; + az, @; em W;, de uma Unica maneira,
Isto resulta do fato de que se também temos « = 8, + B2 com §;
em W, entdo

ay + ag = 81 + B2
de modo que ay — B1 = B2 — a2
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e como (a1 — B1) estd em W) e (82 — ag) estd em W, devemos ter
@ — B1 =fB2 —ap=0,isto é, ay = 8; € a2 = B2. Quando W; ¢
W2 forem disjuntos diremos que a soma W = W, + W, ¢ direta
ou que W ¢ a soma direta de W, e Wz e escreveremos W = W; @ Wo.
A importancia das somas diretas estd no fato de que se W = W, @
W2, podemos estudar W através dos pares de vetores (a3, @) com
a; em Wi

Desejamos considerar “‘somas diretas’” de varios subespacos. Para
fazer isto precisaremos de um conceito de independéncia de subes-
pagos, anélogo % condigdo de disjuncio no caso de dois subespagos.

Definicio. Sejam W), ..., W, subespa¢os do espago vetorial V.
Diremos que W,, ..., W, sdo independentes se

ar + ... + ar =0, a; em W,
implica que cada «; é nufo.

Teorema 1. Seja V um espago vetorial sébre o corpo F. Sejam
Wi, ..., Wy subespacos de V e seja W = W, + ... + W,. As se-
guintes condi¢des sdo equivalentes.

(i) Wy, ..., W, sdo independentes,

(i) Cada vetor « em W pode ser expresso de uma tinica maneira
sob a forma

¢ =a + ...+ a

coma;, em Wii=1,..., k.

(iii) Para cada j, 2 < j < k, o subespago W; ¢ disjunto da soma
(W1 + ... + W)

Demonstra¢do. (i) — (il). Suponhamos que Wy, ..., W, sejam
independentes. Pela definigio de W, cada vetor « ou W pode ser

expresso sob a formaa = a1 + ... + o com a; em W,. Suponha-
mos também que « = 8§ + ... + 8 com 8; em W, Entio

carF oot ar=550 + ...+ 8

portanto (o —B)+ ...+ (@—B)=0
e como (a; — B;) estd em W;, a independéncia dos W; implica que
ai—B; = 0,7 =1, ..., k. Isto mostra que o0s a; sio determinados

de modo tinico por a.
(ii)) — (iii). Seja « um vetor na intersecio

Wj M (W] + .-+ Wj_l).
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Entdo existem vetores a, ..., a;.; COMa; em W;taisque a = ay; +
+ ... + aj—;. Mais como o estd em W; a tinica expressdo para o
como uma soma de vetores, um em cada W, deve ser

a=0+4+...+0+a+0+ ... +0

Conseqiientemente, devemos ter que « = a3 = ... = a1 = 0.
(i) — (i). Seja a; em W, i=1, ..., k e suponhamos que
ar + ... + ar = 0. Desejamos demonstrar que cada «; é o vetor

nulo. Suponhamos o contrério, isto €, que para algum i tenhamos
a; # 0, Seja j o maior inteiro 7 entre 1 e k tal que «; # 0. Ent@o temos

(6-1) a1+ ...+ a; =0, a; # 0,

Agora (6-1) diz que a; = — @y — ... — a;-1, de modo que o; estd
na interse¢io de W; com (W, + ... + W,;.1). Logo a; = 0. Con-
tradicdo.

Se uma (e portanto tGdas) das trés condigdes do Teorema 1
valer para Wy, ..., W,, diremos que asoma W = W; + ... + W,
¢ direta ou que W é a soma direta de W, ..., W, e escreveremos
W=Wo.. B &W,

Teorema 2. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sébre o
corpo F e sejam Wy, ..., W, subespacos de V. As duas afirmagies
seguintes sdo equivalentes:

() V=W @ ...3 W,
(ii) Se ®, é uma base de W, i = 1|, ..., k, entdo a reunido

&
® = \J é uma base de V.
1=1
Demonstragdo. (i) — (ii). Seja ®; = {a'i, ..., ay ) uma base de
Wi(d; = dim W;) e seja ® a reunido das bases ®;, Uma combina-
¢ao linear tipica dos vetores em ® é

41 | i
(6-2) ;_E]ch} + ... —}—‘Elchf
= =

ondeosc, 1 <i< k, 1< < d; sdo di ... di escalares em F.
Portanto uma combinagfo linear tipica dos vetores em & ¢

(6-3) Bi + ... 4+ Be
dl‘ . I3
onde B:i = Z caj
F=1

Como V = W, + ...+ W, e ®; é uma base de W; é claro que todo
vetor em V pode ser expresso sob a forma (6-3), isto é, que ® gera
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V.Seem (6-3) 81 + ... + 8 = 0, a independéncia dos espagos W;
nos diz que 8; = 0 para cada i; mas entfio, como ®; ¢ um conjunto
independente, temos ¢; = 0 para todos i e j.

Deixamos a cargo do leitor demonstrar que (ii) — (i). E uma
inversdio bastante simples do raciocinio usado acima.

Uma consegiiéncia particular do Teorema 2 € que se

V=W & ... & W
entao

dim V = dim W, + ... + dim W,,

Umia espécie de reciproca déste fato € verdadeira, a saber, se a soma
das dimensdes dos W; é igual & dimensdo de F e s¢ V € a soma dos
W, entdo V é a soma direta dos W, Deixamos isto para a parte
de exercicios.

Exemplo 1. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sd-
bre o corpo F e seja{ai, ..., a.} uma base arbitriria de V. Se W,
é 0 subespago unidimensional gerado por @;, entdo V = W; & ...
. B W,

Exemplo 2. Seja n um inteiro positivo, F um subcorpo do corpo
dos niimeros complexos e seja ¥V o espago das n X n matrizes sbre
F. Seja Wi o subespago das matrizes simétricas, isto é, matrizes A
tais A' = A. Seja W2 o subespago das matrizes anti-simétricas, isto ¢,
matrizes tais que A' = 4. Entdo ¥V = W1 @ W3, Se 4 € uma ma-
triz arbitrdria em V, a \nica expressdo para 4 como uma soma de
duas matrizes, uma em W, ¢ a outra em Wj, é

A=A + A2
A = (A4 + 4%
Ay = YA — A",

Defini¢io. Seja V um espaco vetorial e T um operador linear
sébre V. Se W é um subespaco de V, dizemos que W ¢ invariante sob
T se para cada vetor « em W o vétor Ta estd em W, isto é, se T(W)
estd contido em W.

Exemplo 3. Se 7 é um operador linear arbitrario sbbre V, en-
tao V é invariante sob T, da mesma forma que o € o subespago nulo.
A imagem de T e o niicleo de T também séo invariantes sob T.

Exemplo 4. Seja F um corpo ¢ seja D o operador derivagio
sdbre o espago Fix) dos polindmios sdbre F. Seja n um inteiro posi-
tivo e seja W o subespago dos polindmios de grau menor ou igual a
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n. Entdo W é invariante sob D. Esta é apenas outra maneira de dizer
que D diminwi o grau.

Exemplo 5. Seja T o operador linear sébre R? que é represen-
tado em relagfio & base ordenada candnica pela matriz

[T o)

1 0

Entdo os iinicos subespagos de R* que sdo invariantes sob T séo
R? e o subespago nulo. De fato, qualquer outro subespago invariante
W teria necessiriamente dimensdio 1. Mas se W é o subespago ge-
rado por algum vetor ndo-nulo a, a afirmagéio de que W € invariante
sob T significa que Ta = ca para algum nimero real ¢. Mas isto

¢ impossivel com a #= 0, pois pode-se verificar facilmente que para
qualquer ¢ o operador (T — cl) é inversivel, isto é, para todo ni-

‘mero real ¢ a matriz
—_—c 1
I —c
¢é inversivel.

Quando o subespago W ¢ invariante sob o operador 7, entdo
T induz um operador linear Tw sObre o espago W se restringimos o
seu dominio de definicdo a W. O operador linear Tw € definido por
Twl(a) = T(a), para « em W, mas Tw é um objeto bem diferente de
T uma vez que seu dominio é W e néio V.

Quando V € de dimens#o finita, a invaridncia de W sob T admite
uma interpretagdo simples por meio de matrizes ¢ € interessante
menciond-la neste ponto. Suponhamos que tomemos uma base or-
denada @ = {ay, ..., o, } de V tal que &' {er, ..., a- } seja uma
base ordenada de W(r = dim W). Seja 4 = [T]g. Entéo

Ta; = 2 Ajja;.

T=1

Como W ¢ invariante sob T, o vetor Ta; pertence a W para j < 7.
Isto significa que

(6-4) Ta; = Z Ay, j < 1,
=1
Em outras palavras, 4; = 0se j< rei<r
Esquematicamente, 4 é da forma em blocos

B C
“‘[0 D
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onde B ¢ uma r X r matriz, C é uma r X (n — r) matriz e D ¢ uma
(n — r) X (n — r) matriz. O leitor dever4 notar que, de ac6rdo com
(6—4), a matriz B € exatamente a matriz do operador induzido Tw,
em relagdo & base ordenada @’

Ao estudarmos T estaremos muito interessados em decomposi-
goes em somas diretas V = W; @ .., & W, onde cada um dos
subespagos W seja invariante sob 7. Dada uma tal decomposigiio
de V, T induz um operador linear T, sbbre cada W, através da res-
tricio. A acdo de T € entfio a que segue. Se a é um vetor em ¥, exis-
tem vetores bem determinados as, . . . , ax, com a; em W;, tais que

a = +.,. +ﬂ,1-
e entdo
(6-5) Tae = Ty + ... 4+ Ty

Descreveremos esta situagdo dizendo que T é a soma direta dos
operadores T, ..., Ti. Deve-se lembrar, ao usarmos esta termino-
logia, que os T, n2o sdo operadores lineares sdbre 0 espagco V¥ mas
sim sbbre os diversos subespagos W;. O fato de que V' = ¥, &
® ... ® W, nos permite associar a cada a em ¥ uma tinica k-dupla
(s, ..., on) de vetoresa;em W; (sendoa = a; + ... + o;) de uma
maneira tal possamos efetuar as operagdes lineares em V trabalhando
em cada subespago W: O fato de que cada W; é invariante sob T
nos permite considerar a agéio de T como a agio independente dos
operadores T; sdbre os subespagos W;. Nosso propésito & estudar
T determinando decomposicdes em somas diretas invariantes nas
quais os T; sejam operadores de natureza elementar.,

Antes de considerarmos um exemplo, observemos o andlogo
desta situagdo para matrizes. Suponhamos que tomemos uma base
ordenada ®, para cada W; e seja ® a base ordenada de ¥ formada
pela reunifio das ®;, ordenada como ®,, ..., ®,. (Sabemos, pelo
Teorema 2, que ® € uma base de ¥.) De nossa discussdo acima,
quanto ao andlogo para matrizes para um inico subespago inva-
riante, € fdcil ver que se 4 = [Tg ¢ 4; = [T:)g, entdo 4 é da forma
em blocos

(6-6)
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Em (6-6), A, é a di X d, matriz (d; = dim W;) e os simbolos 0 sfio
blocos retangulares de varios tamanhos constituidos de escalares
nulos. Parece ser também apropriado descrever (6-6) dizendo que
A € a soma direta das matrizes 4,, ..., A;.

Exemplo 6. Seja V um espago vetorial de dimenséo finita sdbre
o corpo F ¢ seja E um operador linear s6bre V. Suponhamos que E
seja idempotente, isto &, que E* = E. Se R é aimagem de Ee N ¢
o nicleo de E, afirmamos que ¥ = R @ N. De fato, seja « um vetor
arbitrdrio em V., Escrevamos

(6-7) a = Ea + (¢ — Eo).
Ora, Eo estd na imagem R de E e como
Ela — Ea) = Eo — E%a
= Fa — Ea
=0

vemos que (¢ — Ea) estd no nicleo N de E. Assim, ¥ = R + N-
Além disso, R e N sfo disjuntos. De fato, suponhamos que « esteja
na iatersegdo R /M N. Entdo o = ES para algum 8 em ¥, logo
Ex = E(EB) = E?8 = E = a. Como « estd em N, Ea = 0, logo
a = 0. Portanto ¥ = R & N. Deverfamos notar que nossos cal-
culos acima mostram que a imagem R consiste exatamente nos ve-
tores « em V tais que Ea = o, Para todo operador linear 7, a ima-
gem de T e o niicleo de T sfio invariantes sob T ¢ isto, em particular,
¢ verdadeiro para E. O que € o operador Eg que E induz sdbre R?
Como salientamos héd pouco, E funciona como o operador idéntico
sdbre R, isto é, Ep € o operador idéntico sbbre o espago R. O ope-
rador induzido Ey ¢ evidentemente o operador nulo sébre N. Supo-
nhamos que tomemos uma base ordenada de R e uma base orde-
nada de N ¢ reunamo-las, formando uma base ordenada ® de V.
Entio a matriz de E em relagiio a ® serd

"1 0 ... 0 ... O]
0 1 0 ... 0
0 0 1 0

00 ... 0 ... 0
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ou, na forma em blocos,

[o o]

onde / € a r X r matriz unidade e r = pdsto(E).

Um operador idempotente € freqiientemente denominado uma
projec¢do. Na verdade se R € a imagem de E e N € o nicleo de E di-
zemos que E ¢ a projeclio sébre R segundo N, Um exame répido do
operador idempotente E s8bre F? representado pela matriz

[0 ol

em relaglo 4 base ordenada candnica, devera explicar a terminologia.
Como logo veremos, se R e N sd3o subespagos de V tais que ¥V = R
@ N, entdo existe uma Wnica projegdo sdbre R segundo N,

Projegdes podem ser usadas para deéscrever decomposigdes do
espago ¥ em somas diretas. De fato, suponhamos V = W, & ...
.. @ Wi Para cada j definiremos um operador E; s6bre V. Seja
aem V,digamosa =a; + ... + a; com a; em W, Definamos
E,a = a;. Entdo, E; ¢ uma regra bem definida. E fécil ver que E;
é linear, que a imagem E; é W, e que E,»2 = E;, Onicleo de E; é 0
subespago

Wy + ...+ Wisi + Wirr + ... + W)

pois a afirmagfo de que E;a = 0 significa simplesmente que o, = 0,
isto & que a € na realidade uma soma de vetores dos espagos W,
com i = j. Em térmos das projecSes E; temos

(6-8) a=Ea-+ ...+ Eia
para cada « em ¥V, O que (6-8) diz é que
(6-9) I=E + ... + E.

Notemos também que se i/ » j entdo E;E; = 0, pois a imagem de
E; é o subespago W; que est4 contido no nicleo de E;. Resumirémos
agora nossas conclusdes, enunciaremcs ¢ demonstraremos uma re-

ciproca.

Teorema 3. Se V = W, @ ... @ W, entdo existem k opera-
dores Ey, ..., Ex sébre V 1ais que

(a) cada E; é uma projecio (E? = E,);

(b) EEE; = 0, se i # j;
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c)I =E + ... 4+ Ex;
(d) a imagem de E; é W;.

Reciprocamente, se E,, . .., Ex sdo k operadores lineares sébre V que
satisfazem as condigdes (a), (b) e (c) e se indicamos por W; a imagem
de Ei, entdo V = W; & oo B W

Demonstra¢do. Precisamos demonstrar apenas a afirmagfio reci-
proca. Suponhamos que £, ..., £, sejam operadores lineares sGbre
¥V que satisfagam as trés primeiras condigdes ¢ seja W, a imagem de
E,. Entdo, certamente

Vo= W] + v, T W.(-:
pois, pela condigdo (¢) temos
= Eja 4+ ... + Eia

para cada e em V e E;a est4d em W;. Esta expressdo para o é inica,
porque se

a=a + ... + at

com a; em W, digamos a; = E;8;, entdo, usando (a) e (b), temos

X
Ea = 2 Eja,

i=1

£
= Z E.EB;

f=1]1
= E‘]? ;
E;B;

= @

Isto mostra que V € a soma direta dos W;.

Suponhamos que T seja um operador linear sdbre ¥ e que W,
e E; sejam como acima. Como se enunciz em térmos dos E; a con-
di¢do de que cada W; seja invariante sob T7.

Teorema 4. Seja T um operador linear sébre o espago V e se-
Jjam W, ..., WreE, ..., Ex como no Teorema 3. Entdo, uma con-
digdo necessdria e suficiente para que cada subespaco W, seja inva-
riante sob T ¢ que T comute com cada uma das pro Jjecdes E., isto é.

TE, = ET, i=1,..., k.
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Demonstragio. Suponhamos que T comute com cada E; Seja
a em W, Entio Ejx =a e
Ta = T(Eja)
= EJ‘(TQ)

o que mostra que To estd na imagem de Ej, isto €, que W; € inva-
riante sob T,

Suponhamos agora que cada W; seja invariante sob 7. Mos-
traremos que TE; = E;T. Seja « um vetor arbitririo em V. Entdo

a=FEa+ ... + E
Ta = TEja 4+ ... + TEa.

Combo E;a estd em W;, que é invariante sob T, devemos ter T(Eiax) =
= E,8; para algum vetor 8;. Entdo

E;TEia = E;E8,

_ {0; se | # j
Ef;, sei = J
Assim E;Ta = ETEja + ... + E;TE
=°EJ'FSJ'
= TE.

Isto vale para todo « em V, portanto E;T = TE,

Exercicios

1. Seja ¥ um espago vetorial de dimensfio finita e seja W, um subespago
arbitrdrio de V. Demonstrar que existe um subespago W, de V tal que
V - W: @ W:.

2. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdio finita e sejam W,,..., W, sub-
espacos de V tais que

V=W 4+...+ WiedimV = dim W, + ... 4 dim We.

Demonstrar que V = W, & ... @ W

3. Seja T o operador linear s8bre R?, cuja matriz em relagdo a base orde-
nads candnica € '

A= B "2].

(a) Demonstrar que os Unicos subespagos de R?, que sio invariantes
sob T, sio R? e o subespago nulo, -

(b) Se U é o operador linear sébre €2, cuja matriz em relagiio & base
ordenada candnica é A, mostrar que U possui subespagos invariantes uni-
dimensionais.
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4. Seja ¥ um espago vetorial sdbre o corpo F, seja T um operador linear
sdbre ¥ e seja fum polindmio sGbre o corpo F. Se W € o nicleo do opera-
dor f(T), demonstrar que W € invariante sob 7.
5. Seja E uma projegiio sdbre ¥ e seja T um operador linear sébre V. De-
monstrar que a imagem de E ¢ invariante sob T se, ¢ somente se, ETE = TE.
Demonstrar que a imagem e o micleo de E s#io invariantes sob T se, € so-
mente se, £ET = TE,
6. Determinar uma projegdo E sdbre R? tal que E projeta R= sdbre o sub-
espago gerado por (1, —1) segundo o subespage gerado por (1, 2).
7. Seja T o operador linear sdbre R2, cuja matriz em relagiio & base ordena-
da candnica &

2 1

0 2

Seja W, o subespaco de Rz gerado pelo vetor .

(a) Demonstrar que W, ¢ invariante sob 7.

(b) Demonstrar que ndo existe nenhum subespago W, de R? que seja
invariante sob T e que também tenha a propriedade de que R* = W1 @ W,
(Comparar com o Problema 1.)

8. Demonstrar que se E é a projegio sobre R segundo N, emao (] — E)
é a projecéio sObre N segundo R.
9, Sejam Ei,.... E; operadores lineares sbbre o espaco V¥ tais que
E1‘+'...+Ek=l.
(a) Demonstrar que se E;E; = O parai # j, entho E! = E; para iodo /.
(b) No caso & = 2, demonstrar a reciproca de (a). Isto é,se E, + E, = /
e E} = E|, E} = E, entio E\E, = 0.
10. Seja V um espago vetorial real e E um operador linear idempotente
sdbre V, isto €, uma projecio. Demonstrar que (7 + E) ¢ inversivel. De-
terminar (I + E).

11. Seja ¥ um espago vetorial, sejam W,, ..., W, subespagos de ¥ e seja
V=W, + ...+ W,_, + Wiy + ... + Wk

Suponhamos que V = W, ® ... & W. Demonstrar que o espago dual
¥* admite a decomposicio em soma direta C* = V! & ... & V).

12. Seja V¥ um espaco vetorial de dimensdo finita e seja T um operador li-
near sdbre V. Suponhamos que V = W, @& ... & W;, onde cada W, ¢
invariante sob 7. Se T; é o operador indundo sébre W; por T, demons-
trar que

del(T) = det(T}) . .. det(T).

(Sugestdo: Usar o fato correspondente sdbre somas diretas de matrizes,)

13. Seja T um opergdor linear sbre o espago vetorial ¥ de dimenséo fi-
nita, seja R a imagem de T e seja N o nicleo de T. Demonstrar que Re N
sdo disjuntos se, e somente se, ¥V = R & N.

14. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros compiexos € seja ¥ um es-
pago vetorial de dimensfio finita sobre F. Suponhamos que E*,. .., E; se-
jam projegdes sbbre Ve que E, + . ... + E; = I. Demonstrar que EE; =0
para i # j. (Sugestdo: Usar a fungiio trago, descobrir o que é o trago de
uma projecio e usar o resultado do Exercicio 2.)
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18, Seja ¥ um espaco vetorial de dimensdo finita.
(a) Se T ¢ um operador linear inversivel sdbre V' ¢ W, ¢ W, sdo sub-
espacos de F tais que V = Wi, D W, demonstrar que
V - T(P’) - TTWI) @ nW:).

(b) Seja T um operador linear sGbre ¥ que tenha & propriedade de
que se V= W' @ W, entdo T(V) = T(W,) ® T(W,). Demonstrar que
T é inversivel.

6.2 Valores Caracteristicos e Vetores Caracteristicos

Em tdda esta segdo, T serd um operador linear sdbre um espago
vetorial n-dimensional V s8bre o corpo F,

Definico. Um valor caracteristico de T é um escalar c em F 1al
que exista um vetor ndo-nulo « em V com Ta = ca. Se ¢ é um valor
caractertico de T, entdo todo « tal que Ta = ca é denominado um
vetor caracteristico de T associado ao valor caracteristico c.

Valores caracteristicos sdo freqiientemente denominados raizes
caracteristicas, raizes latentes, autovalores, valores propgios ou va-
lores espectraijs. Neste livro usaremos apenas o nome valores carac-
teristicos. Ora, o fato de que Ta = ca, com o # 0, diz que o sub-
espaco unidimensional de ¥V que € gerado pelo vetor « € invariante
sob 7. Assim, valores (vetores) caracteristicos surgem de subespagos
invariantes n3o-nulos e de dimensdo minima. Exploraremos &sse
‘“‘aspecto de invarifincia’ das coisas na Seg¢do 6.3.

Teorema 5. As seguintes.condi¢des séo equivalentes:

(1) ¢ é um valor caracteristico de T.
(ii) O operador (T — cl) é singular (ndb-inversivel).
(i) de(T — clI) = 0.

Demonstracigo. A afirmagio de que existe um vetor ndo-nulo
a tal que Ta = ca é simplesmente a afirmagiio de que existe um
vetor ndo-nulo « tal que (T — cla = 0. A partir disto € evidente
que (i), (ii) e (iii) sdo afirmagdes equivalentes.
Se @ é uma base ordenada arbitraria de V e 4 = [T]g, entdo
(T — cl) é inversivel se e sdmente se a matriz (4 — cf) é inversivel.
Portanto, colocamos a definigio que segue,

Definicfio. Se A ¢ uma n X n matriz sobre o corpo F, um valor
caracteristico de A é um escalar c em F ral que a matriz (A — cl) seja
singular (nédo-inversivel).
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Como ¢ é um valor caracteristico de 4 se, ¢ sdmente se, det
(A — cI) = 0, ou equivalentemente, se, e sOmente se, det(c] — A4) =
= 0, podemos formar a matriz (x] — A) cujos elementos sdo poli-
ndmios e considerar o polindmio f = det(x/ — A). Evidentemente
os valores caracteristicos de 4 sdo exatamente os escalares ¢ em F
tais que f(c) = 0. Por esta razfio f ¢ denominado o polindmio ca-
racteristico de 4. E importante notar que f € um polindmio unitério
cujo grau é exatamente n. Isto pode ser visto facilmente através da
formula para o determinante de uma matriz em fungio de seus ele-
mentos.

Lema. Marrizes semelhantes 1#ém o mesmo polindmio caracte-
ristico. |

Demonstracdo. Se B = P~'AP, entdo

det (x/ — B) = det (xI — P~ 'AP)

det (P~} (xI — A)P)

det P~% , det(x] — A) . det P
det (xI — A).

Este lema nos permite definir sensatamente o polindmio carac-
teristico do operador T como o polindmio caracteristico de qualquer
n X n matriz que represente T em relagdo a alguma base ordenada
para V. Da mesma forma que para matrizes, os valores caracterfs-
ticos de 7 seriio as raizes do polindmio caracteristico de 7. Em par-
ticular, isto nos mostra que 7 ndo pode ter mais que » valores ca-
racteristicos distintos. E importante ressaltar que 7" pode niio ter
nenhum valor caracterfstico.

Exemplo 7. Seja T o operador linear sébre R? que é represen-
tado em relaciio 3 base ordenada candnica pela matriz

0 —1
a=[7 o)
O polindmio caracteristico de T (ou de A) é

x 1

] x=x2+1.

det (xI — A) =

Como &ste polinGbmio ndo possui raizes reais, 7 ndo possui valores
caracteristicos. Isto € realmente uma repetigio de um fato que sali-
entamos anteriormente, a saber, que T ndo possui subespagos inva-
riantes unidimensionais. Se U ¢ o operador linear sdbre C? que ¢
representado por 4 em relagio & base ordenada candnica, ent#io
U possui dois valores caracterfsticos, i ¢ —i. Yemos aqui um ponto
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sutil, Ao discutirmos os valores caracteristicos de uma matriz A,
precisamos tomar o cuidado de estipular o corpo envolvido. A ma-
triz 4 acima ndo possui nedthum valor caracteristico quando consi-
dérada como uma matriz real, mas possui dois valores caracteris-
ticos, i e —i, quando considerada como uma 2 X 2 matriz com-
plexa.

Exemplo 8. Seja 4 a 3 X 3 matriz

-5 —6 —6
—1 4 4]
3 —6 —4

Entdo o polindmio caracteristico de A €
|x — 5 6 6
| x—4 —2
—3 6 x+4
Uma propriedade muito interessante e itil do polindmio carac-

teristico é dada pelo teorema Cayley-Hamilton, que agora demons-
traremos.

= x3—5x2 4 8x—4 = (x— 1) (x—2)%

Teorema 6. (Cayley-Hamilton). Seja T wn operador linear sobre
o espaco vetorial n-dimensional V [ou, seja A uma n X n matriz sébre
o corpo F) e seja f o polinémio caracteristico de T [de A). Entdp {(T)=
= 0 [f(4) = 0].

Demonstra¢do. Seja T um operador linear sdbre o espago n-di-
mensional V. Se g é um polindmio sdbre o corpo F e o € um vetor
em ¥, usaremos a notagiio ga para o vetor g(T)a. Se h € um outro
polindmio sdbre F, entdo

(g + ha=ga + ha e glha) = (ghda.
Estas afirmagbes sdo simplesmente
gl + WT) = (g + IXT) e g(THKT) = (ghXT),

que demonstraremos no Capitulo 4,

Tomemos uma base ordenada {ay, ..., a, } de Ve seja 4 a ma-
triz que representa T em relagiio a esta base ordenada Seja B a ma-
triz (xI — A). Entdo B € uma n X » matriz s6bre o anel de polind-
mios F[x] e, por definicdo, f = det B é o polindmio caracteristico
de T (ou de 4). Como A representa T em relagio a base ordenada

acima

n
Ta; = Z A

=}



180 DECOMPOSICOES EM SOMAS DIRETAS INVARIANTES

Com a notagiio que introduzimos no primeiro pardgrafo da demons-
tragiio, isto pdde ser reescrito como

= I Ao,
P mj
ou
Z (3;jx — A;j)a; = 0.

1=1
Como 6;;x — A;j = Bi; temos
(6-10) Z Bijjai=0, j=1, ..., n
=]

Desejamos mostrar que f(T) = 0, Para que f(T) seja o operador
nulo, é necessério e suficiente que f(T)ax = O para k=1, ..., n.
Fixemos k, 1 < k < n; mostraremos que_f(T)ou = 0, isto é fa., = 0.
Seja B a matriz adjunta clissica de B, B = adj B. De (6-10) temos

% BiBiai=0, j=1,...,n
i=1
e somando sdbre j
0=2 2 BuBijai

Jel i=1]

= X E Bijﬁjk .
-]

swml

Ora, BB = (det B)I = fI, e entéo

2 BBy = binf.

F=1
Assim, temos
0= 2 $infai
i=1
= fay.

No Capitulo 7 faremos uma outra demonstragio déste teorema,
Para compreender a demonstragio que fizemos acima, insistimos
veementemente para que o leitor examine de perto o argumento para

0 caso n = 2, As equagdes (6-10) serdo entdo

(x — A1)y — Aziazg = 0
—Ajpa; 4+ (x — Az2)ae = 0
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e o polindmio caracteristico
f = x2 — (An + A2)x + (Audsr — Aj2da).

Pode-se obter fa; = 0 *“eliminando™ ae destas equagdes e pode-se
obter faa = 0 “eliminando” a;, NO caso geral, &ste processo de eli-
minag#o é o que se consegue através do uso da adjunta cldssica de
(xI — A).

O teorema de Cayley-Hamilton nos diz algo que ndo ¢ muito
fdcil de ver diretamente, a saber, que se T é um operador linear
sObre o espago n-dimensional V, entfio existe um polindmio f de
grau 7 tal que f(T') = 0, Notemos que € fécil ver que existe um po-
lindmio ndo-nulo g de grau n#o maior que n* tal que g(T) = 0.
De fato, o espago L(V, V) tem dimensdo n®, portanto os operado-
res ], T, T%..., T"® devem ser linearmente dependentes. O conjunto
dos polindmios g em Fx] tais que g(7) = 0 &€ um ideal, como é
ficil de verificar. Além disso, &ste ideal contém um polindmio
unitdrio de grau n, que € o polinBmio caracteristico de T. Assim,
existe uminico polindmio unitdrio p que gera o ideal formado por todos
g tais que g(T) = 0. Este p € denominado o polinémio minimal de
T. O nome vem (€ claro) do fato de p ser o polin8mio unitdrio de
grau minimo que leva T em 0. O teorema de Cayley-Hamilton po-
de ser reenunciado: O polindmio caracteristico de T & divisivel pelo
polindmio minimal de 7.

Definimos o polindmio minimal de uma » X # matriz da ma-
nejra correspondente, isto é, como o vinico gerador unitdrio do ideal
de todos os polindmios g sdbre F tais que g(4) = 0. E fécil ver
que matrizes semelhantes tém exatamente o mesmo ideal de polin6-
mios “anuladores” g, porque

g(P-1AP) = P-1g(A)P

e, conseqilentemente, matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio
minimal, Se o operador & representado em relagio a alguma base
ordenada pela matriz A, entfo T e 4 também tém o mesmo poli-
némio minimal, pois para todo g o operador g(T) € representado
pela matriz’ g(A).

Exemplo 9. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros com-
plexos e seja T o operador linear sdbre F2 que é representado em
relacgio 2 base ordenada candnica pela matriz 4 do Exemplo 8.
Vimos que o polindmio caracteristico de A (e portanto de T) é
f=(x— Dx— 2)% Qual ¢ o polindmio minimal de 77 Bem,
o teorema de Cayley-Hamilton nos diz que o polindmio minimal
de T deve dividir f. Logo, é evidente que &te polindmio deve ser
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Jo (x— Dx—2), (x—2)% ou (x — 1). Logo veremos que os
dois ultimos polindmios nio sdo, na verdade, candidatos porque o
polindmio minimal deve ter todos os valores caracteristicos como
raizes; mas por ora néo sabemos isto. Qual déstes € o polinédmio
minimal? Precisamos tomar cada polindmio, ver se &le “anula” T
e entdo tomar o de menor grau que o faz. E claro que (4 — Iy =90
e cilculos breves mostram que (4 — 27)% » 0. Por outro Jado

4 —6 —6 3 —6 —6
Ad—na—2p=|—1 3 2| |—=1 2 2]=o0
3 —6 —5 3 —6 —

logo, o polindmio minimal é p = (x — 1)}x — 2).

No Exemplo 9, vimos que seria conveniente, para a determina-
¢do do polindbmio minimal de um dado operador, se soubéssemos
que todo valor caracteristico tem de ser uma raiz do polindmio
minimal, Demonstraremos isto agora, com o objetivo de nos auxi-
liar no cdiculo de polindmios minimais. No Capitulo 7, veremos que
todo divisor irredutfvel do polindmio caracterfstico também é um
divisor do polindmio minimal. Portanto; suponhamos que ¢ seja
um valor caracteristico de T, digamos Ta = ca com a > 0. Se
g é um polindmio arbitrério sdbre o corpo F, entdo g(T)a = g(c)e,
por exemplo, |

T’a = T(Ta) = T(ca) = c¢Ta = cia.

Assim, para todo polindmio g, o escalar g(c) é um valor caracteris-
tico do operador g(T). Em particular, se g(T) = 0, entdo g(c) &
um valor caracterfstico do operador nulo, logo é nulo. Apliquemos
isto ao caso em que g € o polindmio minimal. Combinando isto
com o Teoremia de Cayley-Hamilton, vemos que os valores carac-
terfsticos de T sio exatamente as raizes do polindmio minimal, ou
as raizes do polindmio caracteristico. Assim, &stes dois polindmios
t8m exatamentc as mesmas rafzes, apesar de que as raizes possam
ocorrer com maior multiplicidade no polin6mio caracteristico.

Exercicios

1. Em cada um dos casos seguintes, seja 7 o operador linear sdbre R2 que
é representado pela matriz 4 em relacio a base ordenada candmica de R?
e seja U o operador linear s8bre C* representado por A em relagio & base
ordenada candnica. Determinar os polindmios caracteristicos de T ¢ de U,
determinar os valores caracteristicos de cada operador e para cads valor
caracter&knco ¢ determinar uma base do cotrespondente espaco de vetores

A=foo] 4-[33] 4-[i}
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2. Scja 4 a 3 X 3 matriz do Exemplo 8 e seja T o operador linear sGbre
R* representado por A em relagio & base ordenada candnica. Determinar
uma base de R: formada por vetores caracteristicos de T.

3. Seja V um espago vetorial n-dimensional s8bre F. Qual € o polinBmio
caracteristico do operador idéntico sbbre ¥? Qual € o polindmio minimal
de I? Quais sio os polindmios caracteristico ¢ minimal do operador nulo?

4. Seja A 8 3 X 3 matriz real

1 3 1
I 1 3
—3 -3 —

Determinar o polindmio caracteristico ¢ o polindmio minimal de A.

8. Se)a 4 uma n X n matriz triangular sébre o corpe F. Demonstrar que
os valores caracteristicos de 4 s&o os elementos diagonais de A, isto &, os
escalares A,..

6. Seja ¥V um espago- vetorial n-dimensional sdbre o corpo F ¢ seja T um
operador linear sSbre V. Suponhamos que exista um inteiro positivo & tal
que T* = (), Demonstrar que 7* = 0.

7. Sejam a, b ¢ ¢ elementos de um corpo F e seja 4 a seguinte 3 X 3 ma-

triz sSbre F:
0 ¢
1 0 b
01 a

Demonstrar que 0 polindmio caracteristico de 4 é x3 —ax? — bx —c, &
que é&ste polindmio ¢ também o polindmic minimal.

8. Sejam A e » X n matrizes sdbre o corpo F. Demonstrar que se(I—AB)
é mvers:vcl entdio (I — BA) € inversivel e

(1 — BAY" = | + BU — ABy'A.

9. Usar o resultado do Exercicio 8 para demonstrar que sc 4 ¢ Bsion X »
matrizes sdbre o corpo F, entdo A8 ¢ B4 tem exatamente os mesmos valo-

res caracteristicos,
10. Seja A uma 2 X n matriz sdbre o corpo F ¢ suponhamos que A seja
a soma direta .

A 0 ... 07
0 A4, ... 0O
0 0 ... A
das matrizes A., ..., A;. Demonstrar que o polinémio caracteristico de

A é o produto dos polindmios caracteristicos das A;.

11. Seja ¥V o espago vetorial de tddas as funcdes fde R em R que sdo con-
tinuas, isto €, o espago das fungdes continuas, definidas sdbre a reta real e

tomando valores reais. Seja T o operador lmear sGbre ¥ definido por
T = [ o

Demonstrar que T n#io possui nenhum valor caracteristico.
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6.3 Operadores Diagonalizdveis

Definigiio. Seja T wm operador linear sobre o espago V de di-
mensdo finita. Dizemos que T ¢é diagonalizdvel se existe uma base de
V formada por vetores caracteristicos de T.

A razélo para o nome deveria ser evidente; de fato, se existe
uma base ordenada @ = {ay, ..., .} de ¥ na qual cada a; é um
vetor caracteristico de T, entdio a matriz 7 em relagdio & base orde-
nada ® € diagonal, Se «; = ciai, entdo

Fc; 0 0—

0 ¢? 0
[T@; = '

0 0 ... el

Certamente nf#io pretendemos que escalares ¢;, ..., ¢, sejam dis-
tintos; na verdade, 8les podem ser todos iguais (quando T & um
miiltiplo escalar do operador idéntico).

Poder-se-ia também definir 7 como sendo diagonalizdvel quando
o0s vetores caracteristicos de T gerassem V, Isto difere apenas super-
ficialmente de nossa definigio, uma vez que podemos sempre obter
uma base a partir de qualquer conjunto de vetores que seja gerador.,

Suponhamos que T seja diagonalizdvel e sejam ¢, ...., ¢ 08
valores caracteristicos distintos de T. Para cada i, sja W, o subespago
dos vetores caracterfsticos associados a c;, isto é, o niicleo de (T — ¢.I).
A prépria definigo “diagonalizdvel” diz que, juntos, os subespagos
Wi, ..., Wigeram V,isto é, que ¥ = W, + ...+ W,. Esta soma
€ direta; na realidade, a independéncia dos subespagos Wi, ..., W,
nfio depende do fito de T ser diagonalizdvel.

Teorema 7. Seja T wm operador linear arbitrdrio sébre o espago
V de dimensdo finita, sejam c,, . .., c; os valores caracteristicos dis-
tintos de T e seja W, o micleo de (T — cl,). Entdo os subespacoss
Wi, ..., Wy sdo independentes.

Demoristra¢do. Seja aiem Wi, i = 1, ..., k e suponhamos que
(6-11) ar + ... + ar = 0.

Seja j um. inteiro entre 1 e k e seja U; o produto dos operadores
(T — cl) para i » j. Pela defini¢io de W;, temos (T — ciai = QOe,
como todos os operadores (T — c¢;f) comutam, por serem polindmios
em T, é claro que Uja; = 0 para i » j. Além disso

5-12) Ujwj = [ I (¢; — c)ley.
S
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Se aplicamos U; a ambos os membros de (6—11) obtemos Uja; = 0.
Como os c; sdo distintos, o produto

ﬂ‘(cj — ¢§)

174§
é um escalar ndo-nulo. Entdo (6-12) nos mostra que Uja; = 0 im-
plica a; = 0. Mostramos que cada «; = 0, portanto os subespagos

Wi, ..., W, sio independentes.
Voltando ao nosso T diagonalizavel, temos agora

V=W &...80 W.

Certamente cada W; € invariante sob 7, pois T significa simples-
mente a multiplicacio de W; pelo escalar ¢;; Temos aqui entio um
exemplo extremamente simples de uma decomposigio em soma di-
reta invariante, sendo que os operadores induzidos s8bre os subes-
pagos W, séo mliltlplos escalares do operador idéntico.

Examinemos as projeg3es associadas a esta decomposicdo em
soma direta, como no Teorema 3. Neste caso, a imagem da projegéio
E; é o espago W; dos vetores caracteristicos associados a ¢;. Se « é
um vetor arbitrdrio em ¥V, entdo

a=Ea+ ...+ Ea

logo To = TEa + ... + TEw
= aEja + ... + B

Isto diz qile
T =ciEi + ... + cE;.

Teorema 8. Se T ¢ um operador diagonalizdvel sébre o espaco
V de dimensdo finita e ¢1, ..., cx sdo os valores caracteristicos dis-
tintos de T, entdio existem operadores lineares E,, ..., Ex sobre V
tais que

(a) T = C]El + ... + CkEk:

(b)I =E + ... + Ey;

(¢) EE; = 0,1 # ]

(d) Ef =

(e) a imagem de E; é o espago dos vetores caracteristicos de T
associados ao valor caracteristico c;.

Esta é a versdo para operadoies da afirmagdo de que T é repre-

sentado por uma matriz diagonal em relagio a alguma base orde-
nada. O leitor poder4d sentir que parece bem complicada em com-
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paragio com a formulagdo para matrizes ou em relagio & simples
afirmagiio de que os vetores caracteristicos de T geram o espago V.
Temos diversas razdes para apresentd-la. Primeiro, o enunciado de
tais teoremas puramente em térmos de operadores € Gtil quando se
deseja estudar posteriormente espagos de dimensdo infinita. Segundo,
éle nos ajudard a compreender mais tarde alguns teoremas de decom-
posicdo mais profundos. Terceiro, existe uma reciproca déste teore-
ma que agora enunciaremos e que nos ajudard a dar uma caracte-
rizagdo dos operadores diagonalizdveis.

Teorema 9. Seja T um operador linear sébre o espaco V de di-
mensdo finita. Suponhamos que existam X escalares ¢y, ..., Ci, dis-
tintos e Kk operadores lineares ndo-nulos E,, ..., Ex sébre V gue sa-
tisfagam as condi¢des (a), (b) e (c) do Teorema 8. Entdo T é diago-
nalizdvel, c,, ..., cy sdo exatamente os valores caracteristicos dis-
tintos de T e os E; tambem satisfazem as condi¢ées (d) e (¢) do Teo-
rema 8.

Demonsiragdo. Como E;E; = 0 para i » j, multiplicando am-
bos 0s membros de I = E; 4 ... 4+ E; por E; obtemos imediata-
mente E? = E;. Multiplicando T = 1E; + ... 4+ cE; por E; re-
sulta TE; = c¢,E;, o que mostra que todo vetor na imagem de E;
estd no nicleo de (7 — ¢;I). Como supusemos que E; = 0, isto de-
monstra que existe um vetor ndo-nulo no niicleo de (T — c;), isto
é, que c; € um valor caracteristico de T. Além disso, os ¢; so 0s
tinicos valores caracteristicos de 7'; de fato, se ¢ € um escalar arbi-
trario, entéio

T—CI=((,’1-—C)E1+...+(C&—C)Ek

portanto se (T — cl)a = 0, devemos ter (¢; — ¢)E:ia = 0, Se a ndo
¢ o vetor nulo entfio E;a # 0 para algum i, de modo que para &ste
i temos ¢; — ¢ = 0,

T ¢ certamente diagonalizdvel, pois mostramos que todo vetor
nédo-nulo na imagem de E; é um vetor caracteifstico de T e o fato
de que I = Ey 4+ ... + E; mostra que &sses vetores caracteristicos
geram V. Tudo o que resta a ser demonstrado é que o nicleo de
(T — c.I) € exatamente a imagem de E;. Mas isto € evidente, porque
se Ta = c;a, entéo

k
2 (¢ — C:‘)'Eja =0
F=1
logo (c; — ci)Eja = 0 para cada j
¢ entdo Eoa =0, j = i
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Comoa = Eia 4+ ... + Ewx, e Eja = 0 paraj # itemos o = Ea,
demonstrando que « estd na imagem de E..

Uma parte do Teorema 9 diz que para um operador diagonali-
zavel T, os escalares ¢y, ..., ¢3 ¢ os operadores E;, . .., E; s@o de-
terminados de modo vnico pelas condigdes (a), (b), (c), mais o fato
de que os c¢; sdo distintos e o fato de que os E, sio nio-nulos. Uma
das caracteristicas agraddveis da decomposi¢io T = c1E; +
4 ... + ciEx é que g é um polindmio arbitrério sdbre o corpo F,
entdo

gT) = gc)Er + ... + g(cH)Ee.

Deixemos os detalhes da demonstragéo a cargo do leitor. Para ver
como se demonstra, basta calcular 7" para todo inteiro positivo r.
Por exemplo

&
¢;E; T c;E;
J=1

k
2 cic;EE;

J=1

T =

-

—

-,

Il
“a
i)

I

A 0 pae e | P

[

-

O leitor deve comparar isto com g(4) sendo 4 uma matriz diagonal,
pois neste caso g(A) € simplesmente a matriz diagonal de elementos
diagonais g(A4n), ... , &(Ann).

Gostarfamos de observar em particular o que acontece no caso
dos polindmios de Lagrange correspondentes aos escalares ¢y, ...,

vy Che
(x — ¢

= I .
Pr= ile — ¢

Temos pic;) = 8i;, o que significa que

&
pAT) = 2 b;E;

i=1

A

Assim, as proje¢des E; ndo apenas comutam com 7, mas sdo poli-
ndmios em T. '
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Notemos também que se g é um polindmio, a férmula
g(T) = g’(C])El + ...+ g(c;,)Ek

nos mostra que g(7) = 0 se, e sOmente se, g(c;} = 0 para cada i.
A partir disto é evidente que o polindmio minimal de T ¢é

p=(x—c)...x— c)

Teorema 10. Seja T um operador linear sdbre o espaco V de
dimensdo finita sébre o corpo F. Entdo, uma condi¢do necessdria e
suficiente para que T seja diagonalizdvel é que o polinémio minimal
de T seja da forma

p=(x—c)...(x— ¢
onde ¢1, ..., Cx sdo escalares distintos em F.

Demonstracdo. Acabamos de ver que se T € diagonalizdvel,
entdo o polindmio minimal para T € da forma dada. Suponhamos
agora que T seja um operador linear s8bre ¥ com polindmio minimal

p=x—oc)...(x— cx)

onde ¢y, ..., ¢t sdo elementos distintos de F. Formemos os polind-
mios de Lagrange

o e,
b isei (C; — €i)

Recordemos do Capitulo 4 que pic;) = 8i; e, para todo polindmio
g de grau menor ou igual a (k — 1), temos

g = glepr + ... + glce)p:.

Tomando g como sendo o polindmio constante 1 e logo em seguida
como o polindmio x, temos

1=p1 + ... +Pk
(6-13) X = p + ... + Ci Pk

(O leitor astuto terd notado que a aplicagio a x pode nfo ser valida
porque k pode ser igual a 1, Mas se k = 1, T € um muiltiplo escalar
do operador idéntico, sendo portanto diagonalizdvel.) Seja agora
E; = p{T). De (6-13) temos

- I=E1+...'+Ek
(6 14) T=0cE + ... + cE..



OPERADORES DIAGONALIZAVEIS 189

Observemos que se { » j entdo p;p,; é divisivel pelo polindmio mini-
mal p, pois p,p; contém cada (x — ¢,) como um fator, Assim

(6-15) EE; =0, i #j.

Precisamos notar ainda mais um fato, a saber, que E; > 0 para todo
i. Isto ocorre porque p € o polindmio minimal de T e entio néo po-
demos ter p{T) = 0, pois p; tem grau menor que o de p. Este Gltimo
comentdrio, junto com (6-14), (6-15) e o fato de que os ¢; sdo dis-
tintos nos permite aplicar 0 Teorema 9 e concluir que T é diagona-
lizdvel.

Coroldrio. Seja A wma n X n matriz sébre o corpo F. Entdp
A é semelhante sébre F a uma matriz diagonal se, e sdmente se, o
polinémio minimal p de A é da forma

p={x—oa)...(x—ca)

onde cy, ..., ¢y sdo elementos distintos de F.

Exemplo 10. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros com-
plexos e seja T o operador linear sdbre F3 representado em relagdo
a base ordenada can®nica pela matriz 4 dos Exemplos 8 ¢ 9, Ja
sabemos que o polindmio caracteristico de T € (x — 1)(x — 2)? e
que o polindmio minimal de T € (x — 1) (x — 2): Como o polihd-
mio minimal é um produto de polindmio s8bre F que s&o lineares,
unitdrios e distintos, sabemos de imediato que T € diagonalizdvel.
Sabemos ainda que existe uma base ordenada de F3 em relacio &
qual T € representado pela matriz

1 0 07
I:O 2 OJ .
0 0 2
O ‘2’ aparece duas vézes na diagonal porque (x — 2) ocorre duas
vézes no polindmio caracteristico. Podemos determinar uma ta] base
ordenada determinando simplesmente bases dos micleos de (T — I)
e (T — 2I). Mas, com o objetivo de alcancar alguma compreenséo

da demonstragdo do Teorema 10, vamos proceder como segue. O
polindmios de Lagrange do Teorema 10 sfo

=2,
_a=h
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Portanto, E; = 21 — T e E; = T — 1. As matrizes de E, ¢ E; em
relacio & base candnica sdo entdo

—3 6 6 4 —6 —6
2l — A= 1 —2 — A—I=}—] 3 2]
—3 6 6 3] 6 —

E 6bvio, j4 4 primeira vista, que uma base da imagem de E, € o vetor
(—3, 1, —3), pois as colunas de 2] — A geram a imagem de E,.
Anilogamente, vé-se que um base da imagem de E; ¢

{(41 "_13 3)3 (_"69 39 _""6)}°

Estes trés vetores juntos formam uma base de F2 em relagio & qual
a matriz de 7T serd diagonal. Em linguagem matricial, se fizermos

—3 4 —
P=| 1t —1 3

entdo P~1AP seid a matriz diagonal de elementos diagonais 1, 2, 2.
Para o operador diagonalizdvel arbitrdrio T do Teorema 9,
deve-se observar o seguinte: O polindmio caracteristico de T seré

f=x—a) ... (x — e

onde d; é a dimensio do subespago W,. Isto é evidente a partir da
versio matricial do Teorema 9. Assim, para um operador diagonali-
zdvel T, a dimensdo do espacgo dos vetores caracteristicos asssociados
ao valor caracteristico ¢i é a multiplicidade de c; como uma raiz do
polinémio caracteristico de T.

Outro fato que merece ser notado € que, sendo as projegdes
E; polindmios em T e T = ¢1E; + ... 4 c:E;, um operador U co-
muta com T se, e sdmente se, U comuta com cada um dos E;. Como
observamos na Segdo 6.1, a afirmagdo de que U comuta com cada
E; significa exatamente que cada W; € invariante sob U. Isto nos
conduz a um teorema interessante,

Teorema 11. Sejam T e U operadores lineares diagonalizdveis
sébre o espaco V de dimensdo finita. Se T e U comutam, entdo éles
sdo simulténeamente diagonalizdveis, isto é, existe uma base de V
na qual cada vetor é um vetor caracteristico de T e também um vetor
caracteristico de U.

Demonstragdo. Seja T = c1E; + ... + ik, onde os ¢; séo os
valores caracteristicos de T e as E; siio projeces tais que / = E; +
+ ...+ Ere E.E; = 0 se i = j, Como observamos acima, o fato
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de que U comuta com T significa que U comuta com cada E;, ou
scja, que a imagem W; de E; € invariante sob U. Seja U, o operador
linear s8bre W: induzido por U, isto &, a restri¢io de U a W,. Como
U ¢ diagonalizdvel, cada U; também o €; de fato, o polindmio mi-
nimal de U € da forma

g=x—d)... (x —d)

com os d; distintos. E evidente que g(U;) = 0 para todo i, pois
g(U) = 0.Isto significa que o polindmio minimal de U; necessaria-
mente divide g; logo, &ste polindmio minimal possui raizes distin-
tas, portanto U; & diagonalizdvel. Isto significa que em cada W, po-
demos encontrar uma base ®;, cujos vetores sejam vetores caracte-
risticos de U; e conseqiientemente de U. Como todo vetor em W;
é um vetor caracterfstico de T, a reunido das bases ®; & uma base
de V, formada por vetores que sfio vetores caracteristicos tanto de
T como de U. |

O leitor néo deverd encontrar dificuldades para estender o Teo-
rema 11 para um conjunto finito arbitririo de operadores sbbre ¥V,
que comutem e sejam diagonalizdveis. Deverd também notar que a
mesma base que diagonaliza simultineamente um ndmero finito de
operadores lineares também diagonaliza t6da combinacio linear dos
mesmos. Assim, decorre que se temos um conjunto arbitrdrio de
operadores diagonalizdveis s6bre ¥V, todos comutando entre si, existe
uma base de V que diagonaliza todos &sses operadores; de fato,
basta extrair um conjunto linearmente independente maximal da
familia de operadores comutdveis; esta familia serd finita e sua dia-
gonalizagdo ird evidentemente diagonalizar téda a familia,

Corolario. Sejam A e B n X n matrizes sébre o corpo F, sendo
cada uma semelhante sobre F a uma matriz diagondl. Se A e B co-
mutam existe uma n X nmatriz inversivel P sébre F tal que tanto
P=1AP como P~ 1BP sdo diagonais.

Exercicios

1. Seja T o operador linear sdbre R? que é representado em relagio A base
ordenada candnica pela matriz

—9 4 4
—~8 3 4.
| 16 8 7

Demonstrar que T ¢ diagonalizdivel mostrando uma base de R:, formada
por vetores caracteristicos de T.
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2. Para a matriz A do Exercicio 1, determinar matrizes E, ¢ E, tais que
A = c&;E; + ca.E; (¢x € ¢, s80 os valores caracteristicos de 4), E; + E, =

= I, E:Ez - 0.
3 1 —1
A=12 2 —1
2 2 )

3. A matriz
¢ semelhante sdbre o corpo R a alguma matriz diagonal? Fsta matriz é se-
melhante sdbre o corpo C a alguma matriz diagonal?

4. Responder as perguntas do Exercicio 3 para a matriz

6 —3 —
A= 4 —1 —
0 —s5 —3|

8. Seja T um operador linear sdbre o espago vetorial #-dimensional ¥ e
suponhamos que T possua n valores caracteristicos distintos. Demonstrar
que T ¢ diagonalizdvel.

6. Seja T um operador linear sébre um espago vetorial de dimens#o finita
sdbre o corpo dos nimeros complexos. Demonstrar que 7' é diagonalizd-
vel se, e somente se, existe um polindmio g sdbre C que tenha rafzes dis-
tintas e seja tal que g(7) = 0,

7. Seja T um operador linear diagonalizdvel sébre o espago ¥V de dimen-
s#o finita e seja W um subespago qualquer, invariante sob 7. Demonstrar
que o operador linear TW que T induz sébre W ¢ diagonalizdvel.

8. Determinar uma matriz real inversivel P tal que P-*AP e P'BP sejam
ambas diagonais, sendo 4 e B as matrizes reais

@ a=[o 3] =-[3 3
(b) A=[{ }] B=[; _‘1']

9. Suponhamos que A4 seja uma 2 X 2 matriz comn elementos reais que
seja simétrica (4* = A). Demonstrar que 4 & semelhante sdbre R a uma
matriz diagonal. '

10, Seja T um operador linear sGbre o espago ¥ de dimensfio finita e su-
ponhamos que o polindmio caracteristico de 7 seja

F=(x—ci)f ... (x— cp)i
sendo ¢,, ..., ¢, escalares distintos. Demonstrar que T é diagonalizdvel

se, € sdmente se, a dimenséio de (T —c;) é d; para i = 1,..., k.

11. Seja A uma n X n matriz diagonal com polindmio caracteristico (x —
— &), {x — c3)%, sendo os c; distintos. Seja ¥ o espago das # X n
matrizes B tais que AB = BA, Demonstrar que & dimensdode Véd? + ... + di.
12. Seja N uma 2 X 2 matriz complexa tal que N* = 0. Demonstrar que
ot N.= 0 ou N ¢ semelhante a

00
1 0)°
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13. Usar o resultado do Exercicio 12 para demonstrar o seguinte: Se A
é uma 2 X 2 matriz com elementos complexos, entio A é semelhante sb-
bre € & uma matriz de um dos tipos seguintes:

a 0] [a 0]

0 b I a}’
14, Seja F um corpo, # um inteiro positivo e seja ¥ o espago das n X n
matrizes sdbre F. Se B é uma » X n matriz fixa sGbre F, seja Ts o operador
linear” s8bre V definido por Ty (A) = AB — BA, Consideremos a famflia
dos operadores lineares T5 obtida fazendo B percorrer o conjunto das ma-

trizes diagonais. Demonstrar que os operadores desta familia sdo simul-
téineamente diagonalizdveis.

6.4 O Teorema da Decomposiciio Primdiria

Estamos tentando estudar um operador linear [ sdbre o espago
de ¥ de dimensdo finita, pela decomposicio de T numa soma di-
reta de operadores que sejam, num certo sentido, elementares. Po-
demos fazé-lo através dos valores ¢ vetores caracteristicos de T em
certos casos particulares, isto €, quando o polindmio de T decom-
pde-se sdbre o corpo F de escalares num produto de polindmios
unitdrios, distintos e de grau 1. Que podemos fazer com um T
arbitrério? Se tentarmos estudar T usando valores caracteristicos,
iremos nos confrontar com dois problemas. Primeiro, 7 poderf
ndo ter nenhum valor caracteristico; isto, na verdade, ¢ uma de-
ficiéncia do corpo de escalares, a saber, que &le ndo € algtbricamente
fechado. Segundo, mesmo que o polindmio caracteristico se de-
componha completamente sdbre F num produto de polindmios de
grau 1, podem néo existir vetores caracteristicos suficientes para que
T gere o espago V: isto €, evidentemente uma deficiéncia de 7. A
segunda situagfo € ilustrada pelo operador 7 s8bre F? (F um corpo
arbitrdrio) representado em relagdo a base candnica por

20 0
A={12 ol
00 —I]|

O polinémio caracteristico de 4 é (x — 2)% (x + 1) e &ste é obvia-
merite o polindmio minimal de A4 (ou de T). Assim, T nido ¢ dia-
gonalizdvel. Vé-se que isto ocorre porque o micleo de (T — 2I) tem
dimensfio 1 apenas. Por outro lado, o micleo de (T + I) e o niicleo
de (T — 21)? juntos geram V, sendo o primeiro o subespago gerado
por ez ¢ 0 segundo o subespago gerado por ¢ ¢ e.

Este serd mais ou menos o nosso método geral para o segundo
problema. Se (Jembrar que isto é uma hipétese) o polindmio mini-
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mal de T se decompde como
p=—c)” ... (x—c)*

sendo cy, ..., ¢ elementos distintos de F, entio mostraremos que
o espago V € a soma direta dos nicleos de (T — c;I)", i = 1, ... k.
O operador diagonalizivel é o caso particular déste em que »; = 1
para cada i. O teorema que demonstraremos € mais geral que isto
que descrevemos, uma vez que trabalhard com a decomposi¢do pri-
méria do polindmio minimal, quer sejam ou ndo de grau 1 os primos
que comparecem na decomposigio. O leitor achard 1itil pensar no
caso particular em que os primos sdo de grau 1 e, de modo ainda
mais particular, pensar na demonstragio do Teorema 10 como um
caso particular déste teorema.

Teorema 12 (Teorema da Decomposiciio Primdria). Seja T wn
operador linear sébre o espago vetorial V de dimensdo finita sébre o
corpo F. Seja p o polindmio minimal de T,

p=rp1"". .. P
onde os p; sdo polindmios distintos, irredutiveis e unitdrios sébre F

e 0s 1; s@o inteiros positivos. Seja W; o niicleo de p(T)*,i = 1,....k.
Entio

@A V=W &... 8W,
(b) cada W, ¢ invariante sob T

(¢) Se T; é o operador induzido sébre W; por T, entdo o polind-
mio minimal de T; é pri,

Demonstragdo. A idéia da demonstragio € a que segue. Se a
decomposigdo (a) em soma direta é vdlida, como podemos obter as
projegbes Ey, ..., E; associadas a esta decomposigio? A projegdo
E; serd o operador idéntico s8bre W; e zero s8bre os outros W;.
Vamos determinar um polindmio A; tal que 2(T) seja o operador
idéntico sdbre W e seja nulo sbbre os outros W, e entdo que 1(T) +
+ ...+ (D) = I, etc.

Para cada i, seja
(6-16) fi = plpii = 11 pj;.

' i
Como p;, ..., pi sdo polindmios primos distintos, os polindmios
f1, ..., fr s@o relativamente primos (Teorema 8, Capitulo 4). As-
sim existem polindmios g, ..., g tais que

(6-17) Zfigi = 1.

i=]
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Notemos também que se i # j, entdo f,f; é divisivel pelo polindmio
p pois fif; contém cada p,™ como um fator. Vamos mostrar que
os polindmios k; = fig; comportam-se da maneira descrita no pri-
meiro paragrafo da demonstracédo.

Seja E; = h{T) = f{T)gT). Como i + ...+ h =1l e p
divide f;f; para i = j, temos

E, 4+ ...+ E. =1
EE; =0, se i # j.

Assim, os E; sdo projegGes que correspondem a alguma decomposi-
- ¢80 do espago V em soma direta. Desejamos mostrar que a imagem
de E; é exatamente o subespago W;. E evidente que cada vetor na
. imagem de E; estd em W, pois se « estd na imagem de E;, entio
a = Ea, logo

pi{TY'a = pA{T)'Eia

% ATY fAT)gAT)ax

pois p’'ifig: € divisivel pelo polindmio minimal p. Reciprocamente,
suponhamos que a esteja no nitleo de pAT)". Se j = i, entdo f.g,
¢é divisivel por p¥, logo fi(T)g{T)x = 0, isto é, E;,a = 0 para j == i.
Mas entdo é imediato que Eia = «, isto é, que a estd na imagem
de E;. Isto completa a demonstragdo da afirmagido (a).

E certamente 6bvio que os subespagos W; sio invariantes sob T
Se T; é o operador induzido sébre W; por T, entdo, evidentemente
pT;)" = 0, pois, por definigdo, p(T)" se anula no subespago W,.
Isto mostra que o polindmio minimal de T; divide p™. Reciproca-
mente, seja g um polinémio arbitrario tal que g(7;) = 0. Entio
g(T)fAT) = 0. Assim, gf; é divisivel pelo polindmio minimal p de
T, isto &, pi'f; divide gf:. Vé-se facilmente que p} divide g. Logo, o
polindmio minimal de 7: = p}.

Corolario. Se E,, ..., Ex sdo as projecies associadas a decom-
posi¢cdo primdria de T, entdo cada E; é um polindmio em T e, conse-
giientemente, se um operador linear U comuta com T entdo U comuta
com cada um dos Ei, isto é, cada subespaco Wi é invariante sob U.

Com a notagdo do Teorema 12, vamos considerar rapidamente
0 caso particular em que o polinémio minimal de T é um produto
de polindmios do primeiro grau, isto é, o caso em que cada p; é
da forma p; = x — ¢;. Ora, a imagem de E; ¢ o niicleo W, de
(T — ciI"). Coloquemos D = cEy + ... + crE,. Pelo Teorema
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9, D ¢ um operador diagonalizdvel que denominaremos a parte
diagonalizivel de 7. Consideremos o operador ¥ = T — D. Ora,

T=TE + ...+ TE:
D=C1E1+...+C:¢Ek

portanto N = (T -—cl)Ei + ...+ (T — c:l)E,.

A esta altura o leitor ji devera estar suficientemente familiarizado
com projegdes, portanto verd que

N2 = (T — ci)?E; + ... + (T — c:I)2E,
¢ que, em geral, |
N = (T"- 011)'51 + ...+ (T— CJJ)“'E;;.

Quando 7 > r: para todo i, teremos N’ = 0, pois o operador (T —
— ¢;I)" serd entdo O sdbre a imagem de E;.

Definiclio. Seja N um operador linear sébre o espaco vetorial V.
Dizemos que N ¢ nilpotente se existe algum inteiro positivo r tal que
Nr = 0.

Teorema 13. Seja T um operador linear sébre o espago vetorial
de dimensdo finita sébre o corpo F. Suponhamos que o polinémio
nunimal de T se decomponha sébre F num produto de polinémios
lineares. Entdo existe um operador diagonalizdvel D sébre V e um
operador nilpotente N sébre V tais que

(a) T=D+ N,
{(b) DN = ND,

O operador diagonalizdvel D e o operador nilpotente N s@o determi-
nados de modo unico por (a) e (b) e cada um déles é um polinémio
em T, .

Demonstragdo. Acabamos de observar que podemos escrever
T = D + N onde D ¢é diagonalizdvel ¢ N € nilpotente ¢ também
que D e N ndo sé6 comutam mas também sdo polindmios em T.
Suponhamos agora que também tenhamos T = D’ + N’ sendo D’
diagonalizdVel ¢ D'N’ = N'D’. Vamos demonstrar que D = D’ ¢
N =N.

Como D’ e N’ comutam entre sie T = D’ + N°, vemos que
D’ e N’ comutam com T, Assim, D’ ¢ N’ comutam com qualquer
polindmio em T, logo éles comutam com D e com N. Agora temos

| D+ N=D + N’
ou D—D=N—N
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e todos &stes quatro operadores comutam entre si. Como D e D’
'sd0 ambos diagonalizaveis e comutam, 8les sdo simultdneamente
diagonalizdveis e D — D’ ¢ diagonalizdvel. Como N ¢ N’ sdo ambos
nilpotentes e comutam, o operador (N’ — N) é nilpotente; com
efeito, usando o fato de que N e N’ comutam

¢ entdo quando r for suficientemente grande todos os térmos nesta
expressdo de (N' — N)' serdo nulos, (Na realidade, um operador
nilpdtente sébre um espago n#-dimensional deve ter sua s#-ésima po-
téncia nula; no caso acima, se tomamos r = 2n, éste nimero € su-
ficientemente grande. Decorre entdo que r = n € suficientemente
grande, mas isto ndo ¢ evidente a partir da expressdo dcima.) Ora,
D — D’ € um operador diagonalizével que também € nilpotente.
Tal operador téem de ser, obviamente, o operador nulo; de fato,
sendo nilpotente, o polindmio minimal déste operador é da forma x”
para um certo r < m; mas como o operador é diagonalizavel, o
polindmio minimal ndo pode ter uma raiz muiltipla, logo r = 1 e
o polindmio minimal é simplesmente x, 0 que diz que o operador
¢ nulo. Assim, vemos que D = D’ e N = N’

Corolirio, Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sébre
um corpo algébricamente fechado F, por exemplo, o corpo dos niime-
meros complexos. Entdo, todo operador linear T sébre V pode ser
escrito como uma soma de um operador diagonalizdvel D com um
0perador nilpotente N os quais comutam. Estes operadores D e N
s@o unicos e sd@o polindmios em T,

Por é&sses resultados vé-se que o estudo dds operadores lineares
sObre espagos vetoriais sObre um corpo algtbricamente fechado fica
essencialmente reduzido ao estudo dos operadores nilpotentes. Para
espagos vetoriais sObre corpos ndo algébricamente fechados, preci-
samos ainda encontrar algum substitituto para valores caractéristi-
cos. Um fato interessante é que &stes dois problemas podem ser tra-
tados simultineamente e € isto o que fazemos no préximo capitulo.

Concluindo esta segdo, gostarfdmos de dar um exemplo que
ilustre algumas das idéias do teorema da decompoSigio primdria.
Décidimos dé-lo no final da se¢io porque &le usa equagdes diferen-
ciais, ndio sendo assim dlgebra linear pura.

Exemplo 11. No Teoréma da decomposi¢io primdria néo ¢
necessdrio que o espago vetorial V' tenha dimensio finita, nem é
necessdrio, para as partes (a) e (b), que p seja 0 polindmio minimal
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de T. Se T é um operador linear sdbre um espago vetorial arbitré-
rio e se existe um polindmio unitdrio p tal que p(T) = 0, entdo
as partes (a) e (b) do Teorema 12 sdo validas para T com a demons-
tragdo que fizemos.

Seja n um inteiro positivo e seja T o espago das fungdes n vé-
zes continuamente diferénciaveis sdbre a reta real que satisfazem a
equagao diferencial

df A\ s -
(6-18) ar + an-1 dr1 + ...+ a Jr + aof = 0
onde ap, . .., a.-1 s80 certos escalares fixos, Se C, indica o espago
das fungSes n vézes continuamente diferencidveis, entio o espago
T das solugdes desta equagdo diferencial é um subespago de C,.
Se D indica o operador derivagio ¢ p é o polindmio

P=X"4+ x4+ ... 4+ ax + ag

entdo V € o micleo do operador p(D), pois (6-18) diz simplesmente
que p(D)f = 0. Consideremos agora D como um operador lifiear
sdbre o subespago V. Entio p(D) = 0.

Se estamos discutindo fungdes diferencidveis com valores comple-
xo0s, entdo C, e V sdo espagos vetoriais complexos € ap, ..., Gn-1
podem ser quaisquer nimeros complexos. Dscrevamos agora

p=({x—c)...€x— c)

onde ci,..., ¢ sdo nimeros complexos distintos. Se W; é o ni-
cleo de (D — 1Y, entdo o Teorema 12 diz que

V=W:®.. & W,

Em outras palavras, se f satisfaz a equagio diferencial (6-18), entdo
S potde ser expressa de modo -Unico sob a forma

f=hHh+...+/

onde f; satisfaz a equagdo diferencial (D — c;IYif; = 0. Assim, o
estudo das solugdes da equagiio (6-18) fica reduzido ao estudo do
espaco das solugbes de uma equagdo diferéncial da forma

(6-19) (D — cIyf = 0.

Esta redugéo foi conseguida por meio dos métodos gerais de dlgebra
linear, isto €, pelo teorema da decomposi¢io prim4ria.

Para descréver o espago das solugdes de (6-19), € necessdrio sa-
ber alguma coisa sbbre equagdes diferenciais, isto é, é necessdrio



O TEOREMA DA DECOMPOSICAO PRIMARIA 199

saber alguma coisa a respeito de D além do fato de que D é um ope-
rador linear. No entanto, ndo se precisa saber muito. E bem fécil
demonstrar por indugdio sébre r que, se festd em C,, entdo

(D — clyf = e'D(e™f)

1sto &,
df cd .
o Cf(f) e a (e f , €tC,

Assim, (D — cIyf = 0 se, e sOmente se, D'(e=*f) = 0, Uma fun-
Gdo g tal que D'g = O, isto €, d'g/dr’ = 0, deve ser uma fungdo
polinomial de grau menor ou igual a ( — 1):

g(a") = by + b]f + ...+ b,-_llr_l.
Assim f satisfaz (6-19) se, sdmente se, f tem a forma
f(l) = e”(bo + bt + ...+ b,-..ﬂr-l).

Conseqiientemente, as “fungdes” e, e, ..., £~ 1 geram o es-
pago das solugdes de (6-19). Como 1, ¢,..., ! sdo funcdes li-
nearmente independentes e a fungéo exponencial ndo possui rafzes,
estas r fungdes fe, 0 <j< r— 1, formam uma base do es-
paco das solugdes.

Voltando & equagdo diferencial (6-18), que ¢

HD)f =0

p=x—cac) ... (x—¢)*

vemos que as n fungdes tme?, 0 < m <r, — 1, 1 < j < k, formam
uma base do espago das solugdes de (6-18). Em particular, o espa-
¢o das solugdes tem dimenséo finita igual ao grau do polindmio p.

Exercicios

I. Seje T um operador finear sobre R3 que € representado em relagido A
base ordenada candnica pela matriz _

6 —3 —
4 —1 —2|-
0 —S5 —3

Exprimir o polinémio minimal p de T sob a forma p = PP, sendo p, e
P2 unitdrios e irredutiveis sdbre o corpo dos nimeros reais. Seja W; o ni-
cleo de p(T). Determinar bases ®; dos espagos W.e W,. Se 7; é o opera-
dor induzido sébre W, por T, determinar a matriz de T; em relaciio 4 base
®; (acima).
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2. Scja T o operador linear sObre R: que ¢ representado pela matriz

31—
2 2 —1
b2 2 0

em relagio & base ordenada candnica. Mostrar que existe um operador
diagonalizdvel D sbbre R+ e um operador nilpotente N sdbre R: tais que
T =D+ Ne DN = ND, Determinar as matrizes de D ¢ N em relagio &
base candnica. (Basta repetir a demonstragio do Teotema 12 para éste caso
particular.)
3. Se V € o espago dos polindmios de grau menor ou igual a »# sébre um
corpo F, mostrar que o operador derivagiio sébre V' ¢ nilpotente.
4. Seja T um operador linear sdbre o espago V de dimensio finita cujo po-
lindmio caracteristico seja
fﬁ (x——-c:)‘l... (x-—(‘k)“'i
€ cujo polinémio minimal seja
P={({x—c)ht...(x— cpym,

Seja W, o nucleo de (T — cif)n,

(a) Demonstrar que W: é o conjunto dos vetores o em V tais que
(T — eil)™ « = 0 para algum inteiro positivo m (que pode depender de a),

(b) Demonstrar que a dimensdo de W, é d.. (Sugestdo: Se T: é o ope-
rador induzido sdbre W;: por T, entdo T; — c.J é nilpotente; assim, o po-
lindmio caracteristico de 7, — c;I deve ser x¢, sendo e; a dimensio de
W; (demonstragio?); assim, o polindmio caracteristico de 7; € (x — c;)*;
agora usar o fato de que o polindmio caracteristico de T é o produto dos
polindmios caracteristicos de 7; para mostrar que e; = d..]
S. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sGbre o corpo dos niime-
ros complexos. Seja T um operador linear sdbre V e seja D a parte diago-
nalizdvel de T. Demonstrar que se ¢ é um polindmio qualquer com coefi-
cientes complexos, entdo a parte diagonalizivel de g(T) ¢ g(D).
6. Seja ¥/ um espaco vetorial de dimensdio finita sdbre o corpo F e seja T
um operador linear s8bre T tal que pdsto (7) = 1, Demonstrar que ou T
¢é diagonaliz#vel ou T ¢ nilpotente, nio ambos.
7. Seja ¥ um espaco vetorial de dimensdo finita sdbre F ¢ seja T um ope-
rador linear sébre ¥. Suponhamos que T comute com todo operador li-
near diagonalizdvel sdbre V. Demonstrar que 7 é um miiltiplo escalar do
operador idéntico.
8. Seja V o espago das # X n matrizes sdbre um corpo F e seja 4 uma n X'n
matriz fixa sObre F. Definamos um operador linear T sdbre ¥ por T(B) =
= AB — BA. Demonstrar que se A é uma matriz nilpotente, entdo T ¢é
um operador nilpotente, | '
9. Dar um exemplo de duas 4 X 4 matrizes nilpotentes que tenham o mes-

'mo polindmio minimal (elas tém, necessariamente, o mesmo polindmio ca-~

racteristico) mas que nfio sejam semelhantes.

10. Seja T um operador linear sdbre o espago ¥ de dimensdio finita, seja
p = pir...pl+ o polindmio minimal de Tesejn V= W, d ... @ W,
a decomposiglio primdria de T, isto é, W, € o nicleo de p,(T)".. Seja W um
subespago qualquer de ¥ que seja invariante sob 7. Demonstrar que

W (WNWI(WNW)B...8 (WN W)



CAPITULO 7
AS FORMAS RACIONAL E DE JORDAN

7.1 Subespacos Ciclicos ¢ Anuladores

U'ma vez mais V é um espago vetorial de dimensdo finita s6bre
o corpo Fe T é um operador linear fixo (mas arbitrdrio) sdbre V. Se o €
um vefor qualquer em V¥, existe um menor subespago de T que ¢
invariante sob T e contém . Este subespago pode ser definido como
a intersegio de todos os' subespagos T-invariantes que contém a;
contudo, é mais proveitoso no momento considera’mos as coisas
de outra manejra. Se W é um subespago arbitrério de V que seja
invariante sob T e contenha a, entdo W deve conter o vetor Te;
portanto, W deve conter T(Ta) = T?a, T(T°x) = T3, etc. Em
Em outras palavras, W deve conter g(T)a para todo polindmio g
sdbre F. O conjunto dos vetores da forma g(T)a, com g em Flx]
é evitlentemente invariante sob T e é assim o menor subespago T-in-
variante que contém.

Definiciio. Se a é 1 vetor qualquer em V, o subespago T-ciclico
gerado por o e o subespago Z{a; T) dos vetores da forma g(T)a, g
em F[x]. Se Z(a; T) = V, entdo a é denominado um vetor ciclico
de T.

Outra maneira de descrever o subespago Z(a;T) € dizer que
Z(a; T) é o subespago gerado pelos vetores T a, k> 0, e assim
o € um vetor ciclico de T se, ¢ sdbmente se, &stes vetores geram V.
Prevenimos o leitor de que um operador genérico T néo possui ve-
tores ciclicos.

Exemplo 1. Para T arbitrario, o subespago 7T-ciclico gerado pelo
vetor nulo € o subespaco nulo. O espago Z{a;T) ¢ unidimensional
se, ¢ sdmente se, « é um vetor caracteristico de T. Para o operador
idéntico, todo vetor nido-nulo gera um subespago ciclico unidimen-
sional; assim, se dim ¥ > 1, o operador idéntico ndo possui nenhum
vétor“ciclico. Um exemplo de um operador que possui um' vetor
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ciclico € o operador linear T sdbre F? que é representado em rela-
¢io 2 base ordenada candnica pela matriz

[0 0].

1 0

Neste caso o vetor ciclico (um vetor ciclico) € e ; de fato, se 8 = (g,
b), entio, para g = a + bx, temos 8 = g(T)e;. Para &te mesmo
operador T, o subespago ciclico gerado por e € o espago unidimen-
sional gerado por e, porque e € um vetor caracteristico de 7.

Para quaisquer T ¢ o, estaremOs interessados em relagdes li-
neares

coa + c;Ta+ ... + ciT*a =0

entre os. vetores T’a, isto €, estaremos interessados nos polindmios
g = co+ aax + ... + cxx* que tenham a propriedade de que
g(Ta = 0. O conjunto dos g em F[x] tais que g(T)x = 0 ¢ eviden-
temente um ideal em F[x]. l:gtambém um ideal ndo-nulo, pois con-
tém o poliidmio minimal p do operador T((T)a = O para todo
a em V). '

Definicio. Se o é um vetor arbitrdrio em V, o T-anulador de o é
o ideal M{a; T) em F[x] formado pelos polindmios g sdbre F tais que
gTa = 0. O tnico polindmio unitdrio p, que gera éste ideal tam-
bém serd denominado o T-anulador de a.

Como ressaltamos acima, o T-anulador p, divide o polind-
mio minimal do operador T. O leitor devera notar também que
gr(p.) > 0 a nfo ser quando a € o vetor nulo.

Teorema 1. Seja & um vetor nulo arbitrdrio em V e s¢ja p. 0
T-anulador de .

(a) O grau de p, & igual & dimensdo do subespago ciclico Z(a; T).

(b) Se o grau de p, é k, entdo os vetores a, Ta, T, ..., T""'a
Jormam uma base de Z{a; T).

(c) Se U € o operador linear sébre Z{a; T) induzido por T, entdo
o polindmio minimal de U e p,, '

Deémonstracio. Seja g um polindmio qualquer sdbre o corpo F.
Podemos escrever

g=Ppg+r

onde r = 0 ou gr{r) < gr(p.) = k. O polindmio p,q estd no T-anu-
lador de «, portanto

g(T)a = HT)a.
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Como r = 0O ou gr(r) < k, o vetor r(T)x € uma combinagao linear
dos vetores a, Ta,..., T la ¢ como g(T)x é um vetor tipico em
Z(a; T) isto mostra que 8stes k vetores geram Z(a; T). Estes veto-
res sdo, sem didvida, linearmente independentes, pois tdda relagéo
linear ndo-trivial entre &les nos forneceria um polindmio ndo-nulo
g tal que g(T)x = O e gr(g) < gr(p.), o que é absurdo. Isto demons-
tra (a) e (b).

Seja U o operador linear sébre Z(«a; T) obtido pela restricio
de T aquele subespago. Se g é um polindmio arbitrdrio sBbre F,

entao

pU)g(T)a = pT)g(T)ex
E(T)pT)a
g

| [

Assim, o operador p,(U) leva todo vetor de Z(a;T) em 0 e € por-
tanto o operador nulo sébre Z(a; T). Além disso, se 2 é um poli-
némio de grau menor que k, ndo podemos ter A(U) = 0, pois en-
tdo M(U)a = AT)a = 0, contrariando a definigdo de p,. Isto mos-
tra que p, € o polindmio minimal de U.

Uma conseqiiéncia particular déste teorema é a seguinte: Se
acontecer que « seja um vetor ciclico de T, entdo o polindmio mi-
nimal de T deve ter grau igual a dimensdo do espago V; daqui de-
corre que o polindmio minimal de 7 € o polindmio caracteristico
de ‘7. Démonstraremos posteriormente que para todo T existe um
vetor « em V cujo anulador € o polindmio minimal de 7. Decor-
rerd entdo que T possui um vetor ciclico se, e sdbmente se, os polin6-
mios minimal e caracteristico de 7 sdo idénticos. Mas teremos al-
gum trabalho para chegarmos a ver isto.

Nosso plano € estudar um T arbitrario usando operadores que
possuam um vetor ciclico. Portanto, consideremos um operador
linear U sObre um espago W de dimensao k que possua um vetor
ciclico a. Pelo Teorema 1, os vetores a, ..., U 'a formam uma
base do espago W e o anulador p, de a € 0 polindmio minimal de
U (logo, e também o polindmio caracteristico de U), Se fizermos

a; = Umlaq, i = 1,... k, entdo a agdo de U sdbre a base ordena-
da & = {al,..., ak} é
7-1) Ua; = aiyy, i=1,..., k— 1
Uar = —Cpx) — Cilaz — ... — Cp—104
onde p, = co + a1x + ... 4+ ce—1x*"! 4+ x*. A expressdo de Uay

decorre do fato de que p.(U)a = 0, isto é,
Uta + C§_1Uk_'a + ... 4+ cila+ cpa = 0.
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Isto diz que a matriz de U em relagdo 4 base ordenada & ¢

0 0 0 ... 0 —¢co T
1 0 0O ... 0 —C
01 0 ... 0 —c
(7-2)
000 ... 1 —cy]

A matriz (7-2) é denominada a matriz associada ao polindmio uni-
tario p.

Teorema 2. Se U é um operador linear sébre o espago de W di-
mensdo finita, entdo U possui um vetor ciclico se, e somente se, existe
algima base ordenada de W em relagiio & qual U € representado pela
matriz associada ao polinémio minimal de U.

Demonstragdo. Acabamos de observar que se U possui um vetor
ciclico, entdo existe uma tal base ordenada de W. Reciprocamente, se
existe uma base ordenada {ay, ..., ax } de W em relagio A qual U
¢ representado pela matriz associada ao seu polindmio minimal, ¢
ébvio que o € um vetor ciclico de U.

Corolério. Se A ¢ a matriz associada a um polinémio unitério p,
entdo p é tanto o polindmio minimal como o polindmio caracteristico

de A.

Demonstragdo. Se p € um polindmio unitdrio de grau k sbbre
0 corpo F, seja U o operador linear sébre F* que € representado por
A em relagfio & base ordenada candnica. Basta agora aplicar nossos
resultados acima.

No Jltimo comentdrio — se T € um operador linear arbitrario
sObre o espago ¥ e a é um vetor qualquer em ¥, entdio o operador U que
T induz s8bre o subespago ciclico Z(a; T) possui um vetor ciclico, a
saber, a. Assim, Z(a; T) possui uma base ordenada em relagdo a
qual U € representado pela matriz associada a p,, sendo p, o T-anu-
lador de a.

Exercicios

1. Seja T um operador linear sébre F2. Demonstrar que todo vetor nio-
-nulo que ndo seja um vetor caracteristico de T ¢ um vetor ciclico de T.
Depois, demonstrar que ou T possui um vetor ciclico ou entdo T é um mul-
tiplo escalar do operador idéntico.
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2. Seja T o operador linear sObre R+ que € representado em relagio a base
ordenada candnica pela matriz

2 0 07
0 2 01
c 0 —I

Demonstrar que 7 ndo possui vetores ciclicos. Qual € o subespago T-ci-
clico gerado pelo vetor (1, —I, 3)? ’
3. Seja T o operador linear sGbre C3 que € representado em relagio & base
ordenada candnica pela matriz

i 0
—1 2 —i]-
01 i

Determinar o T-anulador do vetor (1, 0, 0). Determinar o 7-anulador de
(1, 0, i

4. Demonstrar que se T2 possui um vetor ciclico, entdo T possui um vetor
ciclico. A reciproca € verdadeira’

5. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional sébre o corpo F e seja N um
operador linear nilpotente sdbre V. Suponhamos que N"™' = 0 e seja «
um vetor arbitrdrio em ¥ tal que N*'a # 0. Demonstrar que « € um ve-
tor ciclico de N. Dizer exatamente qual é a matriz de N em relagdo a base
ordenada {ea, Na,..., N*'a} ? |

6. Demonstrar diretamente que se 4 é a matriz associada ao polinémio
unitdrio p, entdio p é o polindmio caracteristico de A.

7. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional e seja T um operador linear
sObre V. Suponhamos que T seja diagonalizdvel.

(a) Se T possui um vetor ciclico, mostrar que T possui n-valores ca-
racteristicos distintos.

{b) Se T possui » valores caracteristicos distintos € se {a: ..., as}
¢ uma base formada de vetores caracteristicos de 7, mostrar que a = o, +
+ ... + an é um vetor ciclico de T.

8. Seja T um operador linear sdbre o espago vetorial ¥ de dimensdo finita.
Suponhamos que T possua um vetor ciclico. Demonstrar que se U é um
operador linear arbitririo que comuta com T, entéio U ¢ um polindmio em T.

7.2 O Teorema da Decomposicio Racional

O obijetivo primordial desta se¢io é demonstrar que se 7 € um
operador linear qualquer sdbre V, entfo existem vetores ay, .., , aa
em V tais que

V=2Z2aca; TYd ... 5 Za,, T)
Em outras palavras, desejamos demonstrar que V € a soma direta de

subespagos T-ciclicos. Isto nos mostrard que T €é a soma direta de
um nimero finito de operadores lineares, cada um dos quais possui
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um vetor ciclico. O resultado disto sera a redugio de muitos pro-
blemas relativos a um operddor genérico a problemas semelhantes
sGbre um operador que possua um vetor ciclico. O teorema que
vamos demonstrar, o teorema da decomposigdo racional, é um tan-
to mais forte que a afirmagiio de que V ¢ a soma direta de subespa-
gos T-ciclicos e €ste teorema possui muitds coroldrios interessantes.

Como seria possivel demonstrar que V € a soma diréta de subes-
pagos T-ciclicos? Uma maneira de tentar resolver éste problema € a
segumte Tomar algum vetor ndo-nulo a; em V. Se V = Z(x; T)
étimo. Se ndo, tomar um vetor ndo-nulo oo tal que Z{az; T) seja
disjunto de Z(ey, T). Se V = Z(al, T) + Z{as; T), 6timo. Se nido,
tomar oy # 0 tal que Z(as: T) seja disjunto de Z(ai: T) + Z(az; T),
etc. Em outras palavras, tentar chegar a V = Z(e; TV ® ... &
Z(a,; T) selecionando indutivamente os vetores ay, ..., a, Este é
fundamentalmente o método que utilizaremos: no entanto, teremos
de suplantar grandes dificuldades relacionadas com a escolha de
ag, ..., a,.. Um exemplo de tal dificuldade é o seguinte: Se toma-
mos um vetor ndo-nulo arbitrario oy em Ve se V # Z(ay; T), entdo
pode ndo existir nenhum vetor ndo-nulo a; tal que Z(az: T) disjunto
de Z{a;; T). Assim, teremos de ser argutos quanto a selegﬁo dos
vetores a;. Nesta sele¢@o, nosso principio orientador serd a obser-
vagio que segue.

Suponhamosque V = Z(a1; T) & ... & Z(a,; T)..Se 1<i<p,
sejam

W, = Z; T) + ... + Zaj: T)

M’”r = Z(a_,‘_}_]; T) + I Z(a,-: T)

Entdo V = W; @ W/ e tanto W, como W/ siio invariantes sob T.
Em geral, se W é um subespago invariante sob T, nio existe um
subespago W' tal que V= W @ W' e W’ seja invariante sob 7.
Mas vemos que, quando tivermos uma decomposigio de ¥ em sub-
espagos T-ciclicos, cada W, satisfard esta propriedade. Assim, se to-
marmos o, ..., a, indutivamente, deveremos ter que, uma vez
ai, ..., a, selecionados, o subespago W; = Z(ey; T + ...+
+ Z(a;; T) possui esta propriedade.

Vamos agora ros perguntar o seguinte: Se W € um subespago
invariante sob T, quando é que existe um subespago T-invariante W
tal que V = W @ W’? Se W é um subespago do espago V de dimen-
sdo finita, sempre existe um subespago W’ tal que V = W & W".
Usualmente existem muitos désses subespagos W’ e qualquer um
um déles ¢ denominado um suplementar de W. Estaimos pergun-
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tando quando € que um subespago T-invariante possui um subes-
pago complementar que também seja invariante sob 7. Vamos agora
passar a responder esta pergunta. Uma vez feito isto, obteremos fa-
cilmente uma decomposi¢io de V' em subespagos 7-ciclicos.
Suponhamos que V = W @ W’ onde We W’ sio ambos inva-
riantes sob T ¢ vejamos 0 que € possivel dizer a respeito do subes-
pago W. Cada vetorSem Védaformag =a + o', comaem W e
o' em W’ Se f € um polindmio sdbre o corpo de escalares, entdo

AT) B = f(T)a + (T)e’.

Como W e W’ sio invariantes sob T, o vetor f(T)x estd em W e
A(T)o’ estd em W’. Em particular, f(T) 8 estd em W se, e sdmente
se, f({T)a’ = 0, isto € se, e sdbmente se, f(T)B = f(T)a. Assim, se
W possui algum subespago T-invariante suplementar, entio W ne-
cessariamente tem a seguinte propriedade: Se 8 é um vetor arbi-
trario em ¥ e f um polindmio tal que f(T)8 estd em W, entdo exis-
te um vetor « em W tal que f(T)a = f{T)8. Demonstraremos abai-
X0 que esta condigdo sdbre W também é€ suficiente para a existén-
cia de um subespago T-invariante suplementar. Em outras palavras,
os subespagos invariantes que possuem um subespago suplementar
invariante sero os subespagos que satisfazem a propriedade que
acabamos de descrever. Yamos agora enunciar formalmente o re-
sultado e dividir a demonstra¢do da suficiéncia numa seqiiéncia de
lemas,

Teorema 3. Seja T um operador linear sébre o espago vetorial V
de dimensdo finita sébre o corpo F e seja W um subespago de V que
seja invariante sob T. Uma condicdo necessdria e suficiente para que
W admita um subespaco suplementar T-invariante é a seguinte: Se
B8 €é um vetor em V e f um polinémio sébre ¥ tal que f(T) 8 esteja em
W, existe um vetor « em W tal que f(Tha = f(T)8B.

Para o restarite desta segdo, denominaremos W um subespa-
¢o T-admissivel se

(i) W € invariante sob T;

(i1) se f(T')8 estd em W, existe um o em W tal que f(T)a = f(T)8.
Isto nos poupard algumas palavras na demonstracio do Teorema 3.

Lema 1. S¢ja W wn subespaco Teinvariante de V e seja § wm
vetor qualquer em V. Seja S(B; W) o conjurito dos polinémios f scbre
o corpo F de escalares tuis que ((T)3 estéja em W. Entdo

(a) S(B: W) é um ideal ndo-nulo em F[x];

(b) se aé um vetor arbitrdrio em W entdo S(8 —a; W) = S(8;W);
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(€) Z(8; T) e disjunto de W se e somente se S(8; W) é T-anulador
de B, isto é, se, e somente se, o gerador unitdrio de S(8;: W)Y é o T-anu-
lador de 8.

Demonstragéo. Usaremos a notagio f8 para f(T)8. (a) Se feg
estdoem S(8; W), entdofB e gBestdoem W, portanto(f + g)8 = f8+
+ gBestiem W, isto é,(f + g)estd em S(8; W). Se festda em S(8; W)
€ h € um polindmio qualquer sébre F, entdo (§f)8 = A(f8). Como
JB estd em W e W é invariante sob 7, vemos que Af estd em S(3; W).
O conjunto S(8; W) € ndo-vazio e ndo-nulo, pois contém o polind-
mio minimal de 7. (b} Se a estd em W e f é um polindmio arbitré-
rio, entdo f(8 — a) = f8 — fa, € como fa estd em W vemos que
J(B'— a) estd em W se, e sdmente se, f8 estd em W. (c) A interse-
¢do de Z(B; T) com W ¢ simplesmente o conjunto dos vetores em
W da forma f8, com f em Flx]. Dizer que esta intersecio é o subes-
pago nulo € o mesmo que dizer que f38 estd em W se, ¢ sdmente se,
fB = 0eisto € evidentemente a afirmagdo de que S(8; W) é o T-anu-
lador de 8.

Lema 2. Seja W um subespago prdprio de V que seja T-admissi-
vel. Entdo existe um vetor ndo-nulo «n em V tal que o subespago ci-
clico Z{ay; T) seja disjunto de W,

Dermionstragdo. Tomemos um vetor 8 em V que ndo esteja em W,
Seja p o gerador unitdrio do ideal S(B; W), isto &, JB estd em W se,
e somente se, p divide f. Como p 8 estd em W e W & T-admissivel,
existe um vetor o em W tal que p 8 = pa. Seja a; = 8 — a. Pelo
Lema 1, S(ai; W) = S(8; W); isto ¢, fa; estd em W se, e sdmente
se, p divide f. Mas pay = p(8 — &) = 0. Assim, fa, estd em W se,
¢ sdmente se, fa; = 0, ou seja Z(ay; T) é disjunto de W. Ora,
a; # 0 pois « estd em W ¢ 8 niio estd em W.

Agora teremos o passo crucial;

Lema 3. Seja W um subespaco T-admissivel de V e seja «, um
vetor em V tal que

(1) Z(o1; T) € disjunto de W ;

(2) Z(a1; T) possui dimensdo mdxima entre fodos os subespagos
I-ciclicos disjuntos de W, isto é, W M Z(8; T) = {0} impllca dim
Z(; T) < dim Z(oy; T).

Entdo o subespaco W @© Z(ay; T) é T-admissivel.

Demohstragdo. Abréviaremos a notagio de Z(a;; T) para Zay.

O que desejamos demontstrar €: Se 8 € um vetor qualquer em V e
f € ym polindmio fal que f8 esteja em W @ Zaj, entdo existe um
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vetor « em W @ Zuo tal que f8 = fe. Fizemos 8 em V e conside-
remos o ideal S(8: W @ Za,) dos f tais que fB esteja em W @ Zon.
Ora, S(8; W @ Zay) = pF [x] para um certo polindmio unitério p.
Suponhantos que seja possivel demonstrar a existéncia de um ve-
tor «a em W @ Za, tal que p8 = pa. Entiio &te mesmo vetor a
servird para qualquer f em S(8; W @ Zay), isto é, se fB estd em
W @ Zay, entio f8 = fa. De fato, se f8 estd em W @ Zua,, p di-
vide f € se f = fip, temos f8 = fipf = fipa = fa.

Pela defini¢io de p, o vetor pg estd no espaco W @ Za,, ou
seja, p8 = ¥ + goay onde vy estd em W e g é um polindmio. Temos
g = pq + r onde r = 0 ou gr(r) < gr(p). Vamos demonstrar que
r = 0, mas antes completaremos a demonstra¢do supondo r = 0.
Ora, r = 0 diz que p8 = v + pgai, logo p(8 — gay) = v estd em
W. Como W é T-admissivel, existe um vetor vyo em W tal que
p(B — gat) = pvo, isto €, pB = pyo + pgay. Se @ = vo + gay, €D-
tio a esta em W @ Zo, e pf = pa.

Voltamos agora ao trabalho que nos resta, a saber, demonstrar
que r = 0. E neste ponto que entra a hipétese de Za, ter dimensio
mdxima entre todos os subespagos T-ciclicos disjuntos de W. Te-
mos p8 = v + pgon + ra1, ou stja, pf — pgoy = v + ron. Seja
ﬁ’ = 8 — qaj. Entdo

SB W & Zay) = S@B; W & Za1) = pFix]

Pﬁ’ = v 4+ ra;.

Consideremos o ideal S(8’; W) dos f tais que f8’ esteja em W, Quan-
do f8 estd em W temos certamente /3’ em W @ Zai; conseqiien-
temente, p divide todos Estes f. Portanto, S(8°: W) = phF [x] para
algum polindmio 4, isto €, o geraddr de S(ﬁ W) € divisivel por p.

Ora,

hpB’)
hy +rai)
hy + hray.

Pela definicio de A, o vetor ph8’ = hy + hra; esta em We como W
e Za, sio disjuntos devemos ter Ay = 0. Daqui tiramos duas
conclusdes.

phs’

(i) Como W é T-admissivel e phg' estd em W, existe um vetor «’
em W tal que ph8’ = phy’. (ii) Como hAra; = 0, o T-anulador p,
de ) divide Ar; em particular, se r = 0

gr(py) < gr(hr) = gr(h) + gr(r) < gr(h) 4 gr(p) = gr(ph).
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De (i) temos phf’ = phy’, em W. Seja 8 = " — «'; entdo S(8";
W) = S(8'; W) = phFix] e phf” = 0. Assim, o subespago ciclico
Z(B”; T) € disjunto de W e ph é o T-anulador de 8. Pela hipGtese
(2) déste lema devemos ter entdo

gr(ph) = dim Z(8”; T) < dim Z(ay; T) = gr(p1).

Em (ii) acima, observamos que se r # 0 temos gr(p) < gr(ph).
Decorre que r = 0. ' |

Resumiremos os resultados dos Lemas 2 ¢ 3 e acrescentaremos
um fato adicional obtido na demonstragio do Lema 3.

Lema 4. Seja W um subespago préprio de V que seja T-admissivel.
Entdo, existe um vetor ndo-nulo ay em V tal que Z(ay; T) seja dis-
junto de W. Se o) foi escolhido de modo gue Z(a, . T) tenha dimensao
mdxima entre todos os subespacos T-ciclicos disjuntos de W, temos
também

(a) o subespaco W @ Z(c.; T) é T-admissivel,

(b) se 8 é um vetor arbitrdrio tal que Z(8; T) seja disjunto de
W @ Zla,; T), entdo o T-anulador de B divide o T-anulador de a,.

Demonstracie. Temos que demonstrar apenas a afirmagio (b).
Se Z(8; T) € disjunto de W @ Za,, entdo

S8, W + Za,) = pFlx)

onde p € o T-anulador de 8. Assim, p8 = 0. Se¢ p, € o T-anulador de
aj, entdo piay = 0, portanto

p8 =0+ pai.

Na demonstragio do Lema 3 podemos tomar vy = 0 e g = p1.
Como mostramos naquela demonstragio, p deve dividir pi.

O Teorema 3 decorre facilmente do Lema 4, Suponhamos que
W seja um subespago T-admissivel de ¥ e que desejamos encontrar
um subespago T-invariante Wcom V = W & W’. Se W = V, to-
mamos W’ = {0}. Se W ¢ um subespago préprio de V¥, tomemos
um vetor ndo-nulo oy em V tal que W @ Za, seja T-admissivel.
Se W @ Za, = V, tomando W’ =Za, a demonstragio se com-
pleta. Em caso contrario, apliquemos novamente o Lema 4 e deter-
minemos um ay ndo-nulo em ¥ tal que W @ Za, ® Za, seja T-
admissivel. Se éste espago esgota ¥, tomamos W' = Za, & Zao.

Em caso contririo, prosseguimos. O fato fundamental aqui é
&ste: por meio de um nimero finito de aplicagbes do Lema 4 deve-
mos obter

WoZay ... 0 Za, =V
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pois cada vez que acrescentamos um vetor ndo-nulo aj, a dimensdo
do subespago admissivel respectivo aumenta de pelo menos 1.

O problema original desta se¢do, o de decompor ¥ numa soma
direta de subespagos T-ciclicos, também ¢é resolvido pelo Lema 4.

Teorema 4. (Teorema da Decomposicio Racional). Seja T um
operador linear s6bre o espago vetorial ¥V de dimensdo finita(dmV > 1).
EntGo existem r vetores ndo-nulos ai, . ..,x. em VY com os respecti-
vos T-anuladores p,, ..., p: tais que

@QV=2Ze:; 1@ ... ® Zla.; T);
(b) se 1 < k <1 -1, entdo px+1 divide pr.

Além disso, o inteiro r e os anuladores pi, ..., pr 580 determinados
de modo inico pelas condigdes (a) e (b) mais o fato de que nenhum oy
é nulo.

Demonstragdo. Demonstraremos primeiro que existem vetores
nao-nulos ay, ...,a, com T-anuladores pi, ..., pr que satisfazem
as condig¢des (a) e (b). Esta demonstragio € essencialmente uma re-
peti¢io da demonstragio que acabamos de fazer para o Teorema 3,
comegando com o subespago T-admissivel W = {0}. Neste caso,
usamos a afirmagio (b) do Lema 4 para obter a condigao de divisi-
bilidade: p,  divide p,. Assim, a demonstragdo ¢é feita rapidamen-
te da seguinte maneira: Seja «; um vetor ndo-nulo arbitraric em V
que gere um subespago 7T-ciclico de dimensio maéixima. Como
W = {0} é trivialmente T-admissivel, 0 Lema 4 afirma que Z{a:;T)
¢ admissivel. Se V = Z(a;; T), a demonstragio estd completa. Se
V = Z(ag; T), tomemos um a; ndo-nulo tal que Z(az; T) tenha di-
mensio mdxima entre os espacos T-ciclicos que sdo disjuntos de
Z(ay; T). Pelo Lema 4, ps divide pi. Se V = Z(ay; T) ® Z(az; T),
6timo. Se ndo, usamos o Lema 4 para escolher um oy conveniente,
etc.

Suponhamos que oy, . . . ., sejam vetores ndo-nulos satisfazendo
(a) e (b). Suponhamos que também existem vetores nfio-nulos By, . . .,
8, com T-anuladores g1, ..., g, tais que

@QV=2Z6,T)&® ... ® ZEB., T);
(b) ger1 divide gz parak = 1, ...,5— 1.
Vamos demonstrar que r = sep; =g, j=1,..., 1

Se f € um polindmio sébre F e W é um subespago de V, indi-
quemos por SW o espago dos vetores foa com a em W. Assim, fV é
a imagem do operador f (T). Vamos usar agora dois fatos, cujas de-
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monstragdes deixamos como exercicios. Primeiro, se V= Z{ay; T)
® ... Zla,; T)efé um polindmio arbitrdrio sdbre F, entdo

V=fZla,TVD ... ®fZe,; T) = Z(fo; T) ® ... ® Z(fa,; T).

Segundo, se a ¢ 8 sdo vetores em V que tenham o mesmo T-anulador,
entio fo e fB8 tém o mesmo T-anulador; em particular Z{fa; T) e
Z(f8; T) tém a mesma dimenséo.

Voltando a ay, . . . ,a,; € 1, ... .8, demonstremos que p; = g.
Temos

pr = pIZ(al; T) e ... P pIZ(a,.; T)
pV =pZB; TY® ... & pZ(B,; T).

Ora, pioj = Qparaj = 1,...,r, pois p; divide p;. Assim, p,V = {0}
Portanto, p18;, = Oparaj = 1,...,s. Em particular, p18; = 0, logo
g divide p,. Invertendo o raciocinio, isto &, considerando g1V, ve-
mos que p, divide g,. Portanto p; = g;.

O fato de que » = se p; = g; podem ser demonstrados por in-
dugao s6bre j. Demonstraremos a partir de py = g que p. = g5 e,
a partir disto, a indugio deverd ser evidente, A demonstracio serd
feifa envolvenido principalmente dimensdes. Suponhamos que r > 2,
isto €, que realmente exista um vetor a;. Entfo teremos forgosamente
s > 2, pois |

dim ¥ = dim Z(; T) + ... + dim Z(ar; T)
dim ¥ = dim Z(8,; T) + ... + dim Z(8,; T)

e como dim Z(ax; T) + gr(py) = gr(g1) = Z(81; T), vemos que
2 dim Z2(;; T) = Ezdim Z(e;; T) > 0.
iz

Fz2

Consideramos agora o subespago p2¥. Temos duas descrigdes deste
espago,

PV = Zppa;; T) @ ... ® Upsar; T)
P2V = Z(p:B1; T) ® ... & Z(paB.; T).

Como psaj = Q paraj > 2
p2V = Z(psay; T).

Os vetores a; e §; possuem o mesmo T-anulador, logo pea; € p2fh
possuem o mesmo T-anulador. Portanto

dim (sz) = dim Z(pgal; T) = dim Z(mﬂl; T)
donde segue que dim Z(pyf,;; T) = O para j > 2. Em particular,
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p2f2 = 0 e assim gz divide p2. Invertendo o argumento, ps divide g2,
e entdo py = go.

Gostariamos de ressaltar que nossa demonstragido do Teorema
4 mostra um pouco mais do que o teprema afirma. Suponhamos

que existem vetores ndo-nulos aj, ...,a.em ¥ que satisfacam as
condigdes:
(i) Z(a;; T) tem dimensdo mdxima entre os subespagos T-ci-
clicos,

(if) Para j > 2, o subespago Z{a;; T) tem dimensdo maxima
entre todos o0s subespagos T-ciclicos que sdo disjuntos de
Za; T) + ... + Zaj-1; T).

Entio, existem vetores ndd-nulos a;41,...,a. tais que ay, .. .,
a, satisfagam as condigdes (a) e (b) do Teorema 4.

Gostariamos também de destacar que se a3,...,a, satisfazem
as condigBes do Teorema 4, entdo o T-anulador de oy € o polindmio
minimal de 7. De fato, como p; divide p, paraj = 1,..., r, temos
pV = {0}, isto é, pi(T) = 0. Conseqiientemente, p; ¢ divisivel
pelo polindmio minimal de 7. Mas p, é o T-anulador de oy, por-
tanto divide o polindmio minimal. Assim, se se pergunta quais ve-
tores a; poderiam ser o primeiro vetor no Teorema 4, a resposta ¢
os vetores cujo T-anulador seja o polindmio minimal.

Suponhamos que existem T, r, a; € p; como no teorgma; indi-
quemos por T: o operador linear sdbre Z(a;; T) obtido pela réstri-
¢iio de T aquele subespago. Entéo T possui um vetbr ciclico, a saber,
a; e, além disso, os polindmios caracteristicos e minimal de T sdo
ambps iguais a p;. Assim, o polindmio caractéristico de T €

(7-3) f=ppz...pr

(Nunca demonstramos explicitamente que se 7 € a soma direta dos
operadores T, ..., T, entdo o polindmio caracteristico de T € o
produto dos polindmios caracteristicos dos T:; no entanto, o leitor
deve observar que isto é evidente a partir do resultado correspon-
dente s6bre somas diretas de matrizes ¢ que o ditimo fato déborre
da regra da “forma em blocos” para determipantes de matrizes.)

Corolério 1. Se T é um operador linear sdbre o espago V de di-
mensdo finita (ou, se A é uma n X n matriz sébre o corpo F), entdo os
fatdres primos dp polindmio minimal de T (de A) 3@ os mesmos que
os fatdres primos do polindmio caracteristico de T (de A).

Demonstragdo. De acdrdo com a expressdo (7-3) para o polinb-
mio caracteristico, f ¢ um produto de polindmios, cada um dos quais
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divide o polindmio minimal p,. Assim, os fatdres primos de f e p;
s20 0s mesmos, apesar de quk &les possam se repétir. mais vézes em f.

_ Coroldrio 2. Seja T um operador linear sébre ¢ espaco V de di-
mensao finita. Entdo T possui um vetor ciclico se, e somente se, os
polinémios cardcteristico e minimal de T sdo idénticos.

Demonstracdo. De acérdo com nossa demonstragio do Teore-
ma 4, se a € vetor em V' a mdaxima dimensio que o espago Z{a; T)
pode ter € o grau do polin6nio minimal de T; além disso, existe um
vetor a tal que Z(a; T) possui esta dimensdo. Assim T possui um
vetor ciclico se, € sdOmente se, os polindmios caracteristico e minimal
de T tém o mesmo grau, isto é, se, e sdbmente se, &lés sdo idénticos.

Observamos agora o andlogo matricial do teorema de decom-
posigiio racional. Se temos o operador T ¢ a decomposigdo em soma
direta do Teorema 4, seja @; a “base ordenada ciclica”

{ai, Tay, ..., T""“a;}

de Z(a:: T). Aqui k; indica a dimensio de Z(a;; T), ou seja, o grau
do anulador p;. A matriz do operador induzido T; em relagdio a base
ordenada @; ¢ a matriz associada ao polindmio p;. Assim, se ® € a
base ordenada de V obtida pela reuniio das ®;, ordenadas como

®1,...,®,, entdo a matriz de T em relagdo a base ordenada ® sera
A4, 0 ... 07
0 4> ... 0

(7-4) a=1
0 o0 ... A

onde A; é a k; X k; matriz associada a p;. Diremos que uma n X n
matriz 4, que seja a soma direta (7-4) das matrizes associadas a po-
hndmios nio-constanfes e unitdrios p, ..., p. tais que p;, divide
p:parai = 1,. ,r — 1, estd sob a forma racional. O teorema da
decomposigdo racional nos diz o seguinte em relagdo a matrizes:

Teorema 5. Seja F um corpo e seja B uma n X n matriz sébre F’
Entdo B é semelhante sébre o corpo F a uma e somente a uma matriz sob
a forma racional.

Demonstragdo. Seja T o operador linear sébre F" que é repre-
sentado por B em relagdo 4 base ordenada candnica. Como acaba-
mos de observar, existe alguma base ordenada de F" em relagiio 2
qual T € representado por uma matriz 4 sob a forma racional. En-
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tdo B é semelhante a esta matriz 4. Suponhamos que B seja seme-
lJhante sdbre F a uma outra matriz C que esteja sob a forma racional.
Isto significa simplesmente que existe alguma base ordenada de F*
em relagdo 4 qual o operador T ¢ representado pela matriz C. Se C
é a soma direta das matrizes C; associadas a polindmios unitarios
g1, ..., & tais que g:y, divida g; para/ = 1, ..., s — 1 entdo é
evidente que teremos vetores ndo-nulos 8, ..., 8, em ¥ com T-anu-
ladores g1 ..., g tais que

V=2ZB:T®...d Z@B.; T).

Mas entdo, pela afirmagio da unicidade no teorema da decompo-
sicio racional, os polindmios g, sdo idénticos aos polinémios p; que
definem a matriz A. Assim, C = A4.

Exemplo 2. Suponhamos que V seja um espago vetorial bidi-
mensional sébre o corpo F e T seja um operador linear sdbre V. As
possibilidades para a decomposigdo de T em subespagos ciclicos sdo
bastante limitadas. De fato, se o polindmio minimal de T tem grau
2, &le ¢ igual ao polindmio caracteristico de 7 e T possni um vetor
ciclico. Assim, existe uma base ordenada de ¥V em relagdo a4 qual T
¢ representado pela matriz associada ao seu polindmio caracteris-
tico. Se, por outro lado, o polindmio minimal de 7 tem grau 1, entdo
T é um muiltiplo escalar do operador idéntico. Se T = CI, entdo para
dois quaisquer vetores linearmente independentes o € a2 em ¥, temos

V= 2Z;T) ® Zag; T)
pr=p2 = Xx-—C

Para matrizes, esta andlise diz que téda 2 X 2 matrniz sdbre o corpo
F é semelhante sObre F a exatamente uma matriz dos tipos

16 el [F el

Exemplo 3. Seja T o operador linecar sdbre R3 que € representa-

do pela matriz
5 -6 -6
A = -1 4 2
_3 6 4

em relagdo 4 base ordenada candnica. Como ja calculamos anterior-
mente, o polindmio caracteristicode Téf = (x — D(x —2)% e o
polindmic minimal de T é p = (x — 1) (x — 2). Assim, sabemos
que na decomposicdo ciclica de T o T-anulador do primeiro vetor
a; serd p. Como estamos operando num espago tridimensional, s6
pode existir mais um vetor, as. Este vetor deve gerar um subespago
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ciclico de dimensdo 1, isto & deve ser um vetor caracteristico de 7.
O seu T-anulador p; deve ser (x — 2), porque devemos ter pp, = f.
Notemos que isto nos diz imediatamente que a matriz 4 é semelhante

4 matriz
0—2 0
B = I—l 3 0]
0 0 2

ou seja, que T € representado por B em relagiio a uma certa base or-
denada. Como podemos encontrar vetores adequados a; e a2? Bem,
sabemos que todo vetor que gera um subespago T-ciclico de dimen-
580 2 é um o adequado. Portanto experimentamos ¢;. Temos

T€1 = (5: _""-19 3)
ue ndo ¢ multiplo escalar de ¢; logo Z(as; T) tem dimensio 2.
te espaco consiste dos vetores @ & + H(Tey):
e(l, 0, 0) + b(5, —1, 3) = (a + 5b, —b, 3b)

ou seja, todos os vetores (x1, x2, x3) que satisfazem x; = —3x2. O
que desejamos agora é um vetor oz tal que Taz = 202 € Z(az; T)
seja disjunto de Z(e;; T). Como ay deve ser um vetor caracteristi-
co de 7, o espago Z(az; T) serd simplesmente o espago unidimensio-
nal gerado por a; e entdo o que exigimos € que az néo esteja em Z(e;;
T). Se a@ = (x1, x2, x3), pode-se calcular facilmente que Ta = 2o
se, ¢ somente se, x; = 2xz + 2x3. Assim, as = (2, 1, 0) satisfaz
Taz = 2a2 € gera um subespago T-ciclico disjunto de Z(es; 7). O
leitor deverd verificar diretamente que a matriz de T em relacio 2
base ordenada

{(1,0,0), 6, —1, 3), (2, 1, 0}
é a matriz B acima.

Exercicios

1. Seja T o operador linear sdbre F» que é representado em relagio & base
ordenada candnica pela matriz

0 0

1 0]

Seja ay = (0, 1). Mostrar que F* = Z(a,; T) € que nio existe nenhum
vetor ndo-nulo «, em F? tal que Z(x.; T) seja disjunto de Z(a,: T).

2. Seja T um operador linear sdbre o espago V de dimensdo finita e seja
R a imagem de T.

(8) Demonstrar que R possui um subespaco suplementar 7-invariante

se, e sdOmente se, R ¢ disjunto do niicleo N-de 7. ,

. (b) S¢ R e N siio disjuntos, demonstrar que N ¢ o unico subespago
T-invariante que € um suplementar de R.
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3. Seja T o operador linear sdbre R3 que ¢é representado em relacdo a base
ordenada candnica pela matriz

2 0
1 2 0)-
0 0 3

Seja W o nicleo de T — 2I. Demonstrar que ¥ ndo possui nenhum subes-
pago suplementar T-invariante, [Sugestdo: Seja 8 = «1 e observemos que
(T — 2I)8 esté em W. Demonstrar que ndo existe nenhum o« em W tal que
(T — 2D = (T — 2]

4. Seja T o operador linear sGbre F* que ¢ representado em relagio & bas®
ordenada candnica pela matriz

c 0 0O

1 ¢ 0 0
01 ¢ O
O 0 1 ¢

Seja W o niicleo de T — cl.

(a) Demonstrar que W é o subespago gerado por e,
(b) Determinar as geradores unitdrios dos ideais S(e,; W), S(e,; W),
S(ez; W), S(ey; W)

5. Seja T um operador linear sobre o espago vetorial V' sdbre o corpo F.
Se fé um polindmio sdbre F ¢ « estd em V, seja fa = f(T)e. Suponhamos
que ay, ..., a, sejam vetores em V tais que V = Z{a,; T) @ ... @ Zlay;
T). Demonstrar que

fV=fZla;; VD ... fZla,; T) = Z(fa, T) B ... ® Z(fa),; T

(fV é o conjunto dos fa, a em V, etc.).

6. Sejam T, ¥ e F como no Exercicio 5. Suponhamos que a ¢ § sejam ve-
tores em V que o mesmo T-anulador. Demonstrar que, para todo polind-
mio f, os vetores fa e f8 tém o mesmo T-anulador.

7. Determinar os polindmios minimais e as formas racionais de cada uma
das seguintes matrizes reais:

0 —1 —I1 c 0 —17 -
i0 0] [: 0 ¢ 1J [ s e
-1 0 o —1 1 ¢ —sen Fcos
8. Seja T o operador linear sbbre Rs que ¢ representado em relago 4 bas®

ordenada candnica por
3 4 4
-1 3 2|
2 —4 -
Dcterminar vetores ndo-nulos e, ..., «, que satisfagam as condigdes do

Teorema 4.
- 1 3 k)
A = '_ 3 1 31
—3 —3 —5§

9. Seja 4 a matriz real
Determinar uma 3 X 3 matriz real inversivel P tal que P~ AP esteja. sob
a forma racional.



218

AS FORMAS RACIONAL E DE JORDAN

10. Seja F um subcorpo do corpo dos numeros complexos e seja 7 o ope-
rador linear sdbre F* que é representado em relacio & base ordenada ca-

nbnica pela matriz

o=
SR O
OO
DO

Determinar o polindmio caracteristico de T. Considerar os casos a = b =
=1;a=56=0;a=0 6= 1 Emcada um déstes casos, determinar o
polindmio minimal de 7 e vetores ndo-nulos o, ..., a, que satisfagam as
condigdes do Tecrema 4.

11. Demonstrar que s¢ 4 € B sdo 3 X 3 matrizes sbre o corpe F, uma
condigio necessdria ¢ suficiente para que A e¢ B sejam semelhantes sobre
F ¢é que possuam o mesmo polindmio caracteristico e 0 mesmo polindmio
minimal. Dar um exemplo que mostra que isto é falso para 4 X 4 matrizes,
12. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos € sejam A ¢ B
n X n matrizes sobre F. Demonstrar que se 4 e B sio semelhantes sdbre
o corpo dos nimeros complexos, entdo elas sdo semelhantes sdbre F. (Su-
gestdo: Demonstrar que a forma racional de A4 é 8 mesma seja 4 conside-
rada como uma matriz sdbre F ou como uma matriz sobre C; o mesmo
para B.)

13. Seja A uma »# X # matriz com elementos compiexos. Demonstrar que
se todo valor caracteristico de A ¢é real, entio A é semelhante a uma ma-
triz com elementos reais.

14, Seja T um operador linear sObre o espago V de dimensdo finita. De-
monstrar gue existe um vetor « em ¥ com a seguinte propriedade: Se f é
um polindémio e f(MNe = 0, entdo f(T) = 0. (Um tal vetor « ¢ denominado
um vetor separador para ilgebra dos polindmios em 7.) Para o caso em que
T possui um vetor ciclico, demonstrar diretamente que todo vetor ciclico
¢ um vetor separador para a dlgebra dos polindmios em T.

15. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos € seja 4 uma
n X n matriz sobre F. Seja p o polindmio minimal de 4. Se considerarmos
A como uma matriz sObre C, entio 4 possuird um polindmic minimal f,
quando considerada como uma n X # matriz sGbre C. Usar um teorema
sobre equacdes lineares para demonstrar que p = f. De que forma é&ste
resuyltado decorre do teorema da decomposigio racional?

16, Seja A uma n X n matriz com elementos reais tal que 42 + [ = 0,
Demonstrar que # é par e que, se n = 2k, entiio 4 ¢ semelhante sdbre o
corpo dos nimeros reais a uma matriz da forma em blocos

0 —I
I 0
onde I é a k X k matriz unidade.
17. Seja ¥ um espaco vetorial de dimensdo finita e seja T um operador li-
near sdbre V' com polindmio minimal p. Se
P = f! e f;*

¢ a decomposigio de p em fatdOres primos, demonstrar que o polindmio
caracieristico de 7T ¢

f=rli. .. fi

onde d; € a nulidade de f(T)": dividida pelo grau de f.
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18. Seja 7 um operador linear sdbre o espago V¥ de dimensdo finita. De-
monstrar que T possui um vetor ciclico se, e somente se, vale o seguinte:
Todo operador linear U que comuta com T € um polinémio em T,

19° Seja ¥V um espaco vetorial de dimensdo finita sébre F ¢ seja T um ope-
rador linear sébre V. Perguntamos quando é que todo vetor ndo-nulo em
¥V é um vetor ciclico de T. Demonstrar que isto ocorre, se, ¢ somente se, o
polinémio caracteristico de T € irredutivel sdbre F.

20. Seja A uma » X n matriz com elementos regis. Seja T o operador li-
near sGbre R* que € representado por 4 em relagio & base ordenada ca-
nbnica e seja I/ o operador linear sdbre C» que é representado por 4 em -
relagio & base ordenada candnica. Usar o resuitado do Exercicio 19 para
demonstrar o seguinte: Se os Unicos subespagos invariantes sob T sio R*
e o subespago nulo, entao U/ é diagonalizavel.

7.3 A Forma de Jordan

Suponhamos que N seja um operador linear nilpotente sGbre
o espaco V de dimensdo finita. Consideremos a decomposigio ci-
clica de N que obtemos por meio do teorema da decomposigdo ra-
cional. Temos um inteiro positivo r e r vetores ndo-nulos ay, . .., a,
em ¥ com N-anuladores p,, ..., p,, tais que

V=2Z2Zu;Nd ... ® Z,; N)

e piy1 divide p; parai = 1,...,r— 1. Como N € nilpotente, o po-
lindmio caracteristico de N € x*. O polindmio € x* para um certo
k < n. Assim, cada p; é da forma p; = x% e a condigdo de divisibi-
lidade diz simplesmente que

ki > ka2 ... 2k,
Evidentemente, k. = ke k, > 1. A matriz associada a x* éa k; X k;
matriz

0 0 .0 07
10 ...00
o1 ...00

(7-5) Ai

0 0 ... 1 0]
Assim, o Teorema 4 nos fornece uma base ordenada de ¥ em relagfio
3 qual a matriz de N é a soma direta das matrizes nilpotentes ele-
mentares (7-5), cujas dimensGes diminuem a medida que / aumenta,
Vé-se, a partir disto, que estfo dssociados a uma n X n matriz nil-
potente um inteiro positivo » e r inteiros positivos &y, ..., k, tais
que ki + ... 4 k. = ne k; > kiy, e &tes inteiros positivos de-
terminam a forma racional da matriz, isto €, determinam a matriz
a menos de semelhanga.



220 AS FORMAS RACIONAL E DE JORDAN

Eis aqui algo que gostariamos de ressaltar sdbre o operador
nilpotente N acima. O inteiro positivo » é precisamente a nulidade
de N, na verdade, uma base do nicleo ¢ formada pelos r vetores
(7-6) - NF-la,.

De fato, suponhamos que « esteja no niicleo de N. Podemos escre-
ver « sob a forma

a = fioq + ...+ fra,

onde f; € polindmio, cujo grau podemos supor menor que k;. Como
Na = 0, para cada [ temos

0 = N(fii)

= (xf)a.. -

Assim, xf; é d1v151vel por x* € como gr( fi) > k; isto significa que

Si = cix*i-
onde ¢, € um certo escalar. Mas entio

a = ci(x*1-lar) + ... + e(x*a,)

0 que nos mostra que os vetores (7-6) formam uma base do nicleo
de N. O leitor devera notar que &ste fato também € evidente do ponto
de vista de matrizes.

O que desejanios fazer agora € combinar nossas conclusoes a
respeito de operadores ou matrizes nilpotentes com o teorema da
decomposi¢do primdria do Capitulo 6. A situagio é a seguinte:
Suponhamos que T seja um operador linear sdbre ¥ e que o poli-
ndmio caracteristico de T se decomponha sdbre F como segue:

f=x—ca) ... (x — c.)®

onde ¢, ..., cx sd0 elementos distintos em F e d; > 1. Entdo, o
polinémio minimal de T serd
= (x—ca)? ... (x — )

onde 1 < r; < di. Se W; € o niicleo de (T — ¢.I)", entdo o teorema
da decomposi¢do priméaria nos diz que
V=W o ...¢e W

e que o operador T, induzido sdbre W por T possui polindmio mi-
nima] igual a (x — ¢,)". Seja N; o operador linear sdbre W; definido
por Ni=T;— ¢ Entdo, N; é mlpotente ¢ seu polmomlo minimal
é x". S6bre W;, T age como N, mais o escalar ¢; vézes 0 operador
idéntico. Suponhamos que tomemos uma base do subespago W,
correSpondente a decomposigio ciclica do operador mlpotente N..
Entdo a matriz de T, em relagio a esta base ordenada sera a soma
direta das matrizes
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¢ 0 ... 00
l ¢ 0 0
(7-7)
' ¢
00 ... 1 ¢

cada uma com ¢ = ¢;. Além disso, as dimensGes destas matrizes
diminuem quando se 1€ da esquerda para a direita. Uma matriz da
forma (7-7) € dita uma matriz elementar de Jordan com valor carac-
teristico c. Reunindo tddas as bases dos W; obtemos uma base de
V. Descrevamos a matriz A de T em relagio a esta base ordenada,
a matriz 4 € a soma direta

A 0 ..o 07
0 A4 ... 0
(7-8) q4=1" v eee e
0 0 ... A
das matrizes A4;, ..., A;. Cada A4; € da forma
JY 0 .., 0 7
o JY ... 0
A =" . .
0 0 ...

onde cada J;’ ¢ uma matriz elementar de Jordan com valor carac-
teristico ¢;. Além disso, dentro de cada A;, as dimensdes das matri-
zes J;" diminuem a4 medida que j aumenta. Diremos que uma n X »
matriz A que satisfaz tddas as condigdes descritas até agora neste
paragrafo (para certos escalares distintos ¢y, ..., cx) estd sob a
forma de Jordan.

Acabamos de salientar que se T € um operador linear para o
qual o polindmio caracteristico se decompsGe completamente sébre
o corpo de escalares, entdo existe uma base ordenada de ¥V em re-
lagdo a qual T ¢ representado por uma matriz que esta sob a forma
de Jordan. Gostarfamos de mostrar agora que esta matriz € algo
associado de modo tinico a T, a menos da ordem em que os valores
caracteristicos de T si@o escritos. Em outras palavras, se duas matri-
zes estdo sob a forma de Jordan e se elas sdo semelhantes, entio
elas podem diferir apenas quanto 4 ordem dos escalares c;.



222 AS FORMAS RACIONAL E DE JORDAN

Podemos ver a unicidade como segue. Suponhamos que exista
alguma base ordenada de V em relagio a qual T seja representado
pela matriz de Jordan A descrita no pardgrafo anterior. Se 4, é uma
d; X d; matriz, entdo d; é evidentemente a multiplicidade de ¢; como
uma raiz do polindmio caracteristico de 4, ou de T. Em outras pa-
lavras, o polindmio caracteristico de T ¢

S=(x—c)" ... (x — )

Isto mostraque ¢y, ..., cr e dy, ..., d sdo linicos, a menos da or-
dem em que sdo escritos. O fato de que 4 € a soma direta das ma-
trizes A; nos fornece uma decomposi¢do em soma direta ¥V = W, &
@ ... ® W, invariante sob T. Observemos agora que W, deve ser
o nicleo de (T — ¢ f)*, sendo n = dim V: de fato, 4; — c:f é dbvia-
mente nilpotente € 4; — ¢/ é ndo-singular para j » i. Portanto,
vemos que os subespagos W; sdo unicos. Se T, é o operador induzido
sdbre W, por T, entdo a matriz 4, é determinada de um tinico modo
como a forma racional de (T; — c.I).

Desejamos agora fazer mais algumas observagdes sdbre o ope-
rador T ¢ a matriz de Jordan A que representa T em relagdo a uma
certa base ordenada. Faremos uma cadeia de observagdes:

(a) Todo elemento de A que nfo esteja na diagonal principal
ou imediatamente abaixo dela é nulo. Na diagonal de A aparecem
os k valores caracteristicos distintos ¢, ..., ¢ de 7. Além disso,
ci se repete d; vézes, sendo d; a multiplicidade de ¢; como uma raiz
do polindmio caracteristico, isto €, d; = dim W..

(b) Para cada i, a matriz 4, é a soma direta de n; matrizes ele-
mentares de Jordan, J{¥, com valor caracteristico ¢;, O numero #;
¢ éxatamente a dimensio do espago dos vetores caracteristicos asso-
ciados ao valor caracteristico ¢;. De fato, n; é o niimero de blocos
mlpotentes elementares na forma racional de (T; — ¢;I) sendo por-
tanto igual & dimensdo do niicleo de (T — ¢;/). Em particular, note-
mos que T € diagonalizdvel se, ¢ sdmente se, n; = d; para todo i.

(c) Para cada /, o primeiro bloco J{” na matriz 4; é uma r; X r;
matriz, sendo r; a multiplicidade de c¢; como uma raiz do polinémio
minimal de T. Isto decorre do fato de que o polindmio mlmmai do
operador nilpotente (T; — c;f) € x".

E claro que temos, como sempre, 0 mesmo resultado para ma-
trizes. Se B ¢ uma n X n matriz sdbre o corpo F e se o polindmio
caractenstlco de B se decompGe completamente sdbre F, entdo B
¢ semelhante sdbre F a uma n X n matriz A sob a forma de Jordan
A € vinica a menos da ordem dos valores caracteristicos. Dizemos
que A € a forma de Jordan de B.
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Além disso, notemos que se F é um corpo algebricamente fe-
chado, entdo as observagdes acima se aplicam a todo operador li-
near s8bre um espago de dimensio finita, ou, a tdda n X » matriz
sobre F. Assim, por exemplo, tdda n X n matriz sdbre o corpo
dos numeros complexos € semelhante a uma matriz essencialmente
tinica sob a forma de Jordan.

Exemplo 4. Suponhamos que T seja um operador linear sdbre
C?. O polinémio caracteristico de T é (x — ¢1) (x — ¢2), sendo ¢,
e ¢z nimeros complexos distintos ou entdo é (X — ¢)?. No primeiro
caso, T é diagonalizdvel e é representado em relagdo a alguma base

ordenada por
& &)
0 ¢

No segundo caso, o polindmio minimal de T pode ser (x — ¢), ¢
entio T = cl e pode ser (x — c)* e entdio T é representado em rela-
¢ao a alguma base pela matriz

c(].
1 ¢

Assim, téda 2 X 2 matriz sdbre o corpo dos nlimeros complexos
¢ semelhante a uma matriz de um dos dois tipos acima exibidos,
possivelmente com ¢; = cs.

Exemplo 5. Seja 4 a 3 X 3 ntatriz complexa

2 0 0
a 2 01-
b ¢ -1

O polindmio caracteristico de 4 é dbviamente (x -— 2)? (x + 1). Ou
éste polindmio é o polindmio minimal e 4 € semelhante a

2 0 0
1 2 01,
0 0 —1

ou entdo o polindmio minimal € (x — 2) (x + 1), caso em que A4 é

semelhante a
2 0 0
0 2 0]-
0 0 —1

0 0 0
(A-—ZI)(A+I)=|_3a 0 O]

Ora,

ac 0 O
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e assim 4 ¢ semelhante a uma matriz diagonal se, e sdmente se,
a=1_0

Exemplo 6. Se¢ja

-2
i
4=1,

N o B N
Do o

0
0
ol

0 2

O polindmio caracteristico de 4 é (x — 2)*. Como A é a soma di-
reta de duas 2 X 2 matrizes, é evidente que o polindmio minimal
de A é(x— 2)%. Ora,sea = 0ousea =1, entio a matriz 4 estd
sob a forma de Jordan. Notemos que as duas matrizes que se obtém
parag = Oea = | tém o mesmo polindmio caracteristico ¢ 0 mesmo
polindmio minimal, mas ndo sdo semelhantes. Elas ndo sdo seme-
lhantes porque, para a primeira matriz, o espago-solucio de (4 —
— 2I) tem dimensd@o 3, enquanto que para a segunda matriz a di-
meriséio € 2.

Exercicios

1. Sejam N, e N, 3 X 3 matrizes nilpotentes sdbre o corpo F. Demons-
trar que N, e N, sdo semelhantes, se, e sdbmente se, possuem 0 mesmo po-
lindmio minimal.

2. Usar o resultado do Exercicio I e a forma de Jordan para demonstrar
0 seguinte: Sejam A e B # X n matrizes sdbre o corpo F que possuam o
mesmo polindmio caracteristico

J=(x—c) .,..(x — ;)%
e 0 mesmo polindmio minimal. Se nenhum d; é maior que 3, entdio 4 e B

sdo semelhantes.

3. 5% A4 é uma 5 X5 matriz complexa com polinémio [caracteristico
f=1(x—2) (x + 7)* e polindmio minima! p = (x — 2)* (x + 7), qual
¢ a forma de Jordan de 4?

4. Quantas formas de Jordan sfc possiveis para a 6 X 6 matriz complexa
cujo polindmio caracteristico é (x + 2)* (x — 1)*?

5. O operador derivagio sbbre o espago dos polindmios de grau menor
ou igual a 3 é representado em relacio a base ordenada “‘natural” pela ma-

triz
010
00 20
0 0 0 3
0 0 00

Qual ¢ 2 forma de Jordan desta matriz? (F ¢ um subcorpo do corpo dos
numeros complexos.)

6. Seja 4 a matriz complexa
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~ 2 0 00 0 O
1 2000 0

—1 0200 0
01020 of
11112 0

L 0000 | —I

Determinar a forma de Jordan de A.
7. Se A é uma n X »n matriz sobre o corpo F com polindmio caracteristico

J=x—a)yr.. . (x—c)h,
qual ¢ o tragco de A?

8. Classificar, a menos da semelhanga, t6das as 3 X 3 matrizes complexas
A tais que Ly

9. Classificar, a menos da semelhanga, tddas as # X n matrizes complexas
A tais que A* = I,

10. Seja # um inteiro positivo, # > 2 ¢ seja N uma n X n matriz sdbre
o corpo F tal que N* = () mas N~ ! = (. Demonstrar que N nfo possui
nenhuma raiz quadrada, isto é, que n3o existe nenhuma n X » matriz 4
tal que N2 = N

11. Sejam N, ¢ N, 6 X 6 matrizes nilpotentes sGbre o corpo F. Suponha-
mos que N, e N, tenham o mesmo polindmio minimal e a mesma nulidade,
Demonstrar que N, ¢ N, sio semelhantes, Mostrar que isto néio é vélido
para 7 X 7 matrizes nilpotentes.

12. Usar o resultado do Exercicio 11 e a forma de Jordan para demons-
trar o seguinte: Sejam 4 e B n X n matrizes sobre o corpo F que possuam
0 mesmo polindmio caracteristico

F=(x—c1)% ... (x — cp)¥%

e o mesmo polindmio minimal. Suponhamos também que para cada i, os
espagos-solugbes de (4 — c.J) e de (B — c.I) tenham a mesma dimensio.
Se nenhum dos d; é maior que 6, entdo 4 e B sfio semelhantes,

13. Se N é uma k¥ X k& matriz nilpotente elementar, isto é N* = 0 mas
N1 ¢ () mostrar que N é semelhante a N, Usar agora a forma de Jor-
dan para demonstrar que téda n X n matriz complexa & semelhante a sua
transposta. _

14. O que estd errado na demonstragio que segue? Se 4 € uma # X # ma-
triz complexa tal que 4 = —A4, entdo A é 0. Demonstracdo: Seja J a for-
ma de Jordan de 4. Como At = —4, Jt = —J, Mas J € triangular, logo
Jt = —J implica que todo elemento de J é nulo. Como J = 0 e A4 é se-
melhante a J, vemos que 4 = 0. (Dar um exemplo de uma A4 nfio-nula tal
que 4 = —A4)

15, Se N ¢ uma 3 X 3 matriz nilpotente sdbre C, demonstrar que
A=]+3N—§Nisatisfaz A2 =1+ N, isto é, 4 & uma raiz qua-
drada I 4 N Usar a série binomial (1 + £/ para obter uma férmula se-
melhante para a raiz quadrada de [ 4 N, onde N € uma n 4 » matriz nil-
potente arbitrdria sébre C.

16. Usar o resultado do Exercicio 15 para demonstrar que se ¢ ¢ um mj-
mero complexo nio-nulo ¢ N é uma matriz complexa nilpotente, entdio
(e + N) possui uma raiz quadrada, Usar depois a forma de Jordan para
demonstrar que tdda »# X » matriz complexa n#o-singular possui uma raiz
quadrada.
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7.4 Resumo; Operadores Semi-Simples

Nos dois iltimos capitulos, estivemos tratando de um tnico
operador linear T sdbre um espago vetorial ¥ de dimensdo finita.
O programa foi decompor T numa soma direta de operadores linea-
res de natureza elementar, com o objetivo de obter informagdes de-
talhadas s8bre como T ‘opera’ sdbre o espago V. Recordemos rhpi-
damente onde nos encontramos.

Comegamos estudando 7 por meio de valores caracteristicos e
vetores caracteristicos. Introduzimos os operadores diagonalizdveis,
operadores que podem ser descrifos completamente em térmos de
valores e vetores caracteristicos. Observamos entdc que podia ocor-
rer que T ndo tivesse nenhum vetor caracteristico. Mesmo no caso de
um corpo de escalares algébricamente fechado, em que todo operador
linear realmente possui pelo menos um vetor caracteristico, notamos
que os vetores caracteristicos de 7 nem sempre geravam o e$pago.

Demonstramos entdo o teorema da decomposigio racional, ex-
primindo um operador linear arbitrdrio como a soma direta de ope-
radores que tinham um vetor ciclico, sem fazer nenhuma hipétese
quanto ao corpo de escalares, Se U € um operador linear que tem

um vetor ciclico, existe uma base {ai, ..., .} tal que
Udn = —Coty — Crag — ... — Ca-1Qn.

A aglio de U sbbre esta base € entdo a de transformar cada a; no
vetor seguinte o; 41, com a excegio de Ua, que é uma combinagio
linear predeterminada dos vetores da base. Como um operador li-
near genérico 7" € a soma direta de um ndmero finito de tais ope-
radores U, obtivemos uma descrigio explicita e razoavelmente ele-
mentar da agio de T,

Aplicamos a seguir o teorema da decomposigdo racional a ope-
radores nilpotentes. Para o caso de um corpo de escalares algébrica-
mente fechado, combinamos éste resultado com o teorema da de-
composi¢io primdria obtendo a forma de Jordan. A forma de Jordan
fornece uma base {ai, . .., an} do espago V tal que, para cada j, ou
Ta; € um miltiplo escalar de o; ou Ta; = ca; + ;1. Esta base cer-
tamente descreve a agiio de T de uma maneira explicita ¢ elementar.

A importincia da forma racional (ou da forma de Jordan) ori-
gina-se do fato de ela existir e ndo do fato de poder ser determinada
em casos particulares. E claro que se se tem um particular operador
linear T e se pode determinar a sua forma racional ou de Jordan,
deve-se fazé-lo, pois, tendo esta forma, pode-se conseguir vastas
quantidades de informacdes sdbre T. Dois tipos de dificuldades sur-
gem no célculo dessas formas candnicas. Uma dificuldade é, obvia-
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mente, a extens@o dos cdlculos. A outra dificuldade é que pode ndo
existir nenhum método de efetuar os cdlculos mesmo que se tenham
paciéncia e tempo suficientes. A segunda dificuldade surge ao, diga-
mos, se tentar determinar a forma de Jordan de uma matriz complexa.
Simplesmente nédo existe nenhum método bem definido de se decom-
por o polindmio caracteristico ¢ assim ja se € barrado no inicio. A
forma racional ndo apresenta esta dificuldade. Em outras palavras,
existe um método bem definido para se determinar a forma racional
de uma dada n X n matriz; contudo, tais cdlculos sio usualmente
longos demais. O leitor interessado deverd consultar o livro de A. A.
Albert citado na Bibliografia para uma discussdo déste aspecto da
forma racional.
Em nosso resumo dos resultados déstes dois iltimos capitulos,
ainda nfio mencionamos um teorema que demonstramos. E o teo-
rema que afirma que se 7 ¢ um operador linear s8bre um espago
vetorial de dimensdo finita sdbre um corpo algébricamente fechado,
entdo T pode ser expresso de um dnico modo como a soma de um
operador diagonalizdvel com um operador nilpotente os quais co-
mutam. Ele foi demonstrado a partir do teorema da decomposicio
priméria e algumas informagles sdbre operadores diagonalizdveis.
Néo € um teorema tdo profundo como o teorema da decomposigéo
racional ou a existéncia da forma de Jordan, mas possui aplicagdes
importantes e titeis em certas partes da matemdtica. Concluindo &ste
capitulo, vamos demonstrar um teorema andlogo, sem supor que o
corpo de escalares seja algdbricamente fechado. Comegamos por de-
finir os operaddres que desempcnharﬁo o papel dos operadores dia-
gonalizéveis.

Definiclio. Seja V um espago vetorial de dimensdb finita sébre o
corpo F e seja T um operador linear sébre V. Dizemos que T ¢ semi-
simples se todo subespaco T-invariante possui um subespago suplemen-
tar T-invariante.

O que estamos prestes a demonstrar € que, com certas restri-
¢des sdbre o corpo F, todo operador linear T pode ser expresso de
um dnico modo como T = S 4+ N, sendo S semi-simples, N nil-
potente ¢ SN = NS. Primeiro, vamos caracterizar os operadores
semi-simples por meio de seus polindmios minimais e esta carac-
terizagio nos mostraré que, quando F € algtbricamente fechado, um
operador € semi-simples se, e sdbmente se, € diagonalfzével.

Lema. Seja T wn operador linear sébre o espaco vetorial V de
dimensdo fihita e sejaV = W, @ ... & W, a decomposi¢do primd-
ria de T. Em outras palavras, se n é o polinémiode Tep = p* ...

. pt+ é a decomposi¢do de n em fatéres primos, entdo W; é o niicleo
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de p,(T). Seja N um subespago arbitrdrio de V que seja invariante
sob T. Entdo
W=WNW)e ... & WM W)
Demonstracdo. Para a demonstragio precisaremos recordar um
corolério de nossa demonstragio do teorema da decomposigdo pri-
méria na Secdo 6.4. Se Ej, ..., E: sdo as projegdes associadas a
‘decomposigio V = W & ... & W,, entdo cada E; € um polind-
mio em 7. Isto é, existem polinémios Ay, . . ., A tais que E; = h; (7).
Seja agora W um subespago invariante sob T. Se « € um vetor
qualquer em W, entio a = a3 + ... + ai, com a; em W Ora,
a; = Ejo = h{T)a, ¢ como W € invariante sob T, cada «; também
estd em W. Assim, cada vetoraem Wédaformaa = a1 + ... + ak
com a; na intersegio W M W,. Esta expressio ¢ dnica pois V' = W,
@ ... & W, Portanto
W=WNW)e& ... (WMN W)

Lema. Seja T um operador linear sébre V e suponhamos que o
polinémio minimal de T seja irredutivel sébre o corpo F de escalares
Entdo T é semi-simples.

Demonstragio. Seja W um subespago de V' que seja invariante
sob T. Precisamos demonstrar que W possui um subespago suple-
mentar T-invariante. De acrdo com o Teorema 3, serd suficiente
demonstrar que se f € um polindmio e 8 € um vetor em V tais que
AAT)B esteja em W, entdo existe um vetor « em W tal que f(T)8 =
= f(T)a. Portanto, suponhamos que 8 esteja em V e que f seja um
polindmio tal que f(T)8 esteja em W. Se f(T)8 = 0, fazemos « = 0
e entio o € um vetor em W tal que f(T)8 = f(T)a. Se f(T)B = 0, o
polindmio f néo ¢ divisivel pelo polindmio minimal p do operador
T. Como p € primo, isto significa que f e p sdo relativamente primos
e existem polindmios g e h tais que fg + ph = 1. Como p(T) = 0
temos f(Tg(T) = I. Daqui segue que o vetor B deve estar no sub-
espago W; de fato.

8 = (AT
= g ATP)
enquanto f(T)B estd em W e W ¢ invariante sob T. Basta tomar
a = 8.

Teorema 6. Seja T um operador linear sébre o espago vetorial
V de dimensdo finita. Uma condi¢dio necessdria e suficiente para que
T seja semi-simples é que o polinémio minimal p de T seja da forma
P=Pi...Px Sendo pi, ..., px polindmios irredutiveis distintos s6-
bre o corpo F de escalares. |
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Demonstracdo. Suponhamos que T seja semi-simples. Mostra-

remos que nenhum polinémio irredutivel se repete na decomposi-
¢io do polindmio minimal p em fatéres primos. Suponhamos o
contrario. Entio existe um polindmio unitdrio ndo-constante g tal
que g? divide p. Seja W o niicleo do operador g(T). Entdo W ¢ in-
variante sob 7. Ora, p = gZh para algum polinémio 4. Como g ndo
é um polindmio constante, o operador g(T)A(T) néo € o operador
nulo e existe um vetor 8 em V tal que g(T)A(T)B = 0, isto &, (gh)8 = 0.
Ora, (gh)8 esti no subespago W, pois g(gh8) = g°h8 = pB = 0.
Mas n@o existe nenhum vetor « em W tal que gh 8 = gh «; de fato,
se a estd em W
(gh) @ = (hg) a = h(g o) = HO) = O.

Assim, W n3o pode ter um subespago suplementar T-invariante:
contradizendo a hipétese de T ser semi-simples.

Suponhamos agora que a decomposigio de p em fatbres primos
seja p = p1 ... P, sendo py, . . ., px polindmios unitdrios (ndo-cons-
tantes), irredutiveis e distintos. Seja W um subespaco de V' que seja
invariante sob 7. Vamos demonstrar que W possui um subespaco
suplementar T-invariante. Seja ¥V = W, @ ... @ W, a decompo-
sigio primédria de T, isto é, seja W;onlcleo de p; (T). Seja T, o ope-
rador linear induzido sdbre W; por T, de modo que o polindmio
minimal de T; é o primo p;. Ora, W M W, é um subespago de W
que é invariante sob T; (ou sob T). Pelo tltimo lema, existe um subes-
pago ¥; de W; tal que W, = (W N\ W;) & V, e V; seja invariante
sob T; (e portanto sob T). Entdo temos -

V=w & ... 8 W
S WNAWDO VL ®...0 WN W) & Vi
=(WNW)+ ..+ WNWyeVe.. o7V
Pelo primeiro lema acima, W = (WN\ W) & ... & (W W),
demodoquese W = V1 ® ... ® Vi, entio V=W & WeW
¢ invariante sob T.

Corolério. Se T é um operador linear sobre um espago vetorial
de dimensdo finita sébre um corpo algébricamente fechado, entdo T
é semi-simples se, e somente se, T é diagonalizdvel.

Demonstragdo. Se o corpo F de escalares é algtbricamente fe-
chado, os primos unitdrios sdbre F sGo os polindbmios x — c. Neste
caso, T é semi-simples se, e sdbmente se, o polindmio minimal de
Tép=(x—c1)...(x—c) sendocy, ..., c; elementos distintos
de F. Este & exatamente o critério para a diagonalizagio de T, por
nds estabelecido no Capfitulo 6.
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Gostarfamos de destacar que T é semi-simples se, e sdOmente se,
existe um polindmio f, que seja um produto de primos distintos, tal
que f(T) = 0. Isto difere apenas superficialmente da condigdo de
que o polindmio minimal seja um produto de prlmos distintos.

Voltemos agora ao problema de exprimir um operador linear
como a soma de um operador semi-simples e um operador nilpo-
tente que comutem, Para esta parte, restringiremos o0 corpo de esca-
lares a um subcorpo do corpo dos niimeros complexos. O leitor in-
formado verd que o importante € o corpo F ser um corpo de carac-
teristica zero, isto é, para cada inteiro positivon,asomal 4 ... 4 1
(n vézes) em F ndo deve ser nula. Para um polindmio f sdbre F, indi-
quemos por f® a k-ésima derivada formal de f. Em outras palavras,
f® = D* onde D é o operador derivagio s8bre o espago dos poli-
nomios. Se g é um outro polindmio, f(g) indica o resultado de se
substituir g em f, isto €, o polindmio obtido aplicando f ao elemento
g na dlgebra linear F{x].

Lema (Férmula de Taylor). Seja F um subcorpo do corpo dos
nimeros complexos e sejam g e h polindmios sobre F. Se f é um poli-
némio qualquer sobre F com gr(f) < n, entdo

2) )
1@y =1 + 59—+ SRt 4+ LBy

Demonstragdo. O que estamos demonstrando uma férmula de
Taylor generalizada. O leitor provivelmente estd acostumado a ver
0 caso particular em que A = ¢, um polindmio constante, € g = x.
Nesse caso, a férmula diz:

S =f(x) = flc) + [} (x — ¢)
(2)
LT
A demonstracio desta formula € simplesmente uma aplicagio do
teorema binomial

) .
+ o (x — o).

(@ + b} = a* + ka*~'b + (2 S Ry ]

De fato, o leitor notard que, sendo a substituicio ¢ a denvagao' pro-
cessos lmearcs, basta demonstrar a férmula para f = x*, A férmula

para f =.t2 cax* decorre por uma combinagio lmear No caso
S = x*comk < n, a férmula diz

gt = B + kit—Y(g — h)+"“‘ "h*-z(g W) 4 ... + (g — By
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que é exatamente o desenvolvimento binomial de
g"=1[h+ (g — M.

Lema. Seja F um subcorpo do corpo dos niimeros complexos,
seja £ um polindmio sébre F e seja {* a derivada de f. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

(i) {¢é um produto de polinémios irredutiveis e distintos sobre F.

(i) f e f* sdo relativamente primos.

(iii) Considerado como um polinémio com coeficientes comple-

xos, [ ndo possui raizes multiplas.

Demonstragio. Demonstraremos primeiro que (i) e (ii) sdo afir-
magdes equivalentes sbbre f. Suponhamos, na decomposi¢io de f
em fatbres primos sébre o corpo F, que algum polindmio (ndo-cons-
tante) primo p se repita. Entdao f = p%h para algum h em F[x]. Entdo,

[ =p'F + 2pp'h
e p é também um divisor de f°. Logo, f e f* ndo sdo relativamente pri-
mos. Concluimos que (ii) implica (i). :

- Suponhamos agora que f = p1... pi, onde py, ..., pr $40 poO-
lindmios nio-constantes, irredutiveis e distintos sdbre F. Seja
fi = fip;. Entdo,

S =pifi + pifet .+ P
Seja p um polindmio primo que divida f ¢ . Entdo p = p;.para al-
gum i. Ora, p; divide f; para j = i e como p; também divide

k

f=2p/

j =

vemos que p; deve dividir p/f;. Portanto, p; divide f; ou p;. Mas p; ndo
divide f; uma vez que pi, ..., px sio distintos. Entdo, p; divide
pi. Isto ndo € possivel, pois o grau de p/ é um a menos que o grau de
pi. Concluimos que nenhum primo divide f e/, ou seja, que (f,f7) = 1.
Para ver que a afirmagéio (iii) € equivalente a (i) e (ii), preci-
samos observar apenas o seguinte: Suponhamos que f e g sejam po-
lindmios sdbre F, um subcorpo do corpo dos mimeros complexos.
Podemos considerar f e g também como polinémios com coeficien-
tes complexos. A afirmagio de que f ¢ g sdo relativamente primos
como polindmios sdbre F & equivalente A afirmagio de que fe g
sio relativamente primos como polindmios sdbre o corpo dos nu-
meros complexos. Deixamos a demonstracio déste resultado como
exercicio. Usemos &ste fato com g = f°. Notemos que (iii) é exa-
tamente (i) quando f é considerado como um polindmio sdbre o
corpo dos niimeros complexos. Assim, (ii) e (iii) sdo equivalentes,

pelo mesmo argumento utilizado acima.
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Podemos agora demonstrar um teorema que tornara mais evi-
dente a relagio entre operadores semi-simples ¢ operadores diago-
nalizdveis.

Teorema 7. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros comple-
xos, seja YV um espago vetorial de dimens@o finita sébre F e se¢ja T
um operador linear sébre V. Seja ® uma base ordenada de V e seja
A a matriz de T em relagio a base ordenada ®. Entdo, T é semi-sim-
ples se, e somente se, a matriz A é semelhante, sébre o corpo dos ni-
meros complexos, a uma diagonal.

Demonstragio. Seja p o polindmio minimal de 7. De acérdo
com o teorema 6, T € semi-simples se, ¢ sdmente se, p = p1... ps
onde pi, ..., px sd0 polindmios distintos irredutiveis sGbre F. Pelo
iltimo lema, temos que T € semi-simples se, e sdmente se, p nido
possui rajzes complexas midltiplas.

Ora, p também € o polindmio minimal da matriz 4. Sabemos
que A4 € semelhante sGbre o corpo dos niimeros complexos a uma
matriz diagonal se, e sOmente se, o seu polindmio minimal n#o
possui raizes complexas maltiplas. Isto demonstra o téorema, a
menos de um detalhe. Deve-se observar que 4 possui 0 mesmo po-
lindmio minimal, seja considerada como uma matriz sdbre F ou
como uma matriz sdbre o corpo dos mimeros complexos. Em outras
palavras, se tomarmos o polindmio unitdrio de menor grau dentre
todos os polindmios com coeficientes complexos que levam 4 em 0,
éste polindmio terd seus coeficientes no subcorpo F. Um polindmio
J=co+ cx + ... 4 c.x* tal que f(4) = 0 corresponde a uma
relagdo linear

col + ctA + ... 4 caA" = 0.

entre as poténcias de A. Tal relagio diz que co, ..., ¢, satisfazem
um sistema de r? equagBes lineares homogéneas, onde 4 € uma
r X r matriz. Os coeficientes déste sistema de equagSes se origi-
nam dos elementos de A4 e sdo, portanto, elementos do subcorpo
F. Se tal um sistema de equagdes possui uma solugiio ndo-trivial
com ¢y, ..., cs nimeros complexos, entdo &le admite uma solugio
ndo trivial com cy, ..., ¢ em F. Isto mostra que o polindmio mi-
nimal de A, considerada como uma matriz s8bre F, tem o mesmo
rau que o polindmio minimal de A, como uma matriz sdbre C.

tes dois polindmios unitdrios t8m o mesmo grau e o segundo
divide o primeiro, logo séo idénticos.

Teorema 8. Seja F um subcorpo do corpo dos niimeros comple-
x0s, seja V um espago vetorial de dimensdo finita sébre F e seja T
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um operador linear sébre V. Existe um operador semi-simples S s6-
bre V e um operador nilpotente N sdbre V tais que

) T=S+ N;
(ii) SN = N.

Além disso, 0 S semi-simples e 0 N nilpotente que satisfazem (i) e (ii)
s@o tnicos e cada um é um polinémio em T,

Demonstragdo. Seja pi'... pit a decomposigio em fatdres
primos do polindmio minimal de T ¢ seja f = p1... pi. Seja r o
maior dos inteiros positivos ry, ..., 7. Entdo, o polindmio f é um
produto de primos distintos, f* é divisivel pelo polindmio minimal
de T e entdo

Ty =0.
Vamos construir uma seqiiéncia de polindmios: gy, gy, g2, . . .
tais que
f(x=Zaf)
i=0
seja divisivel por f*~!, n = 0, 1, 2,... . Tomando g, = O temos
que f(x — gof°) = f(x) = f & divisivel por f. Suponhamos que te-
nhamos escolhido go, ..., gu-1. Seja

n-1
h=x—2gf
i=0
de modo que, por hipétese, f(#) é divisivel por f*. Queremos tomar

8. de modo que
Sh — gnf™)

seja divisivel por 1. Aplicando a férmula geral de Taylor, obtemos

Sth—guf")y = f(h) — g.ff(h) + f**1b

onde b € algum polindmio. Por hipétese, f(h) = gf*. Assim, vemos
que para f(h — g.f") ser divisivel por f**! basta escolher g, de
maneira tal que (¢ — g.f’) seja divisivel por f. Isto pode ser feito,
pois f ndo possui fatdres primos repetidos e entdo f e f sdo rela-
tivamente primos. Se a ¢ e sdo polindmios tais que af + ¢f” = 1
e se fizermos g, = eq, entio q — g.f° serd divisivel por f.

Agora temos uma seqiiéncia go, g1,... tal que /%! divide

f(x —Z gjf’). Tomemos n = r — 1; como f(TY = 0, temos

i=0

r(T —2 gDATY) = 0.
-

)
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Seja
r-1 rol
N = Z‘]gj(T)f(T)’ =2z OgJ{ﬂf(T)’-
Jo- =

Como Z g;f’ é divistvel por f, vemos que N* = Qe N ¢ nilpotente.
fom ]

Seja S = T — N. Entdo f(S) = f(T — N) = 0. Como f possui fa-

tores primos distintos, S é semi-simples.

Temos agora T = § + N onde S é semi-simples, ¥ € nilpo-
tente ¢ cada um € um polin6mio em T. Para demonstrar a afirmagap
da unicidade, passaremos do corpo de escalares F ao corpo dos ni-
meros complexos. Seja @ uma base ordenada do espago V. Entio

temos

[Tlg = (Sle + [N

sendo [S]g diagonalizdvel sdbre o corpo dos niimeros complexos e
[N]g nilpotente. Esta matriz diagonalizdvel ¢ esta matriz nilpotente
que comutam sdo determinadas de modo dnico, como demonstra-
remos no Capitulo 6.

Exercicios

1. Se N é um operador linear nilpotente sfbre ¥, mostrar que para todo
pelindmio £, a parte semi-simples de f(N) € um multiple escalar do opera-
dor idéntico (F é um subcorpo de ).

2. Seja F um subcorpo do corpo dos mimeres complexos, 2 um espago
vetorigl de dimensdo finita sObre F e T um operador linear semi-simples
sdbre V. Se f¢ um polindmio arbitrario sdbre F, demonstrar que f{7") & se-
mi-simples.

3. Seja T um operador linear sdbre um espago de dimensdo finita sdbre
um subcorpo de €., Demonstrar que T ¢ semi-simples se, e sOmente se, vale
o seguinte: Se f¢é um polindmio e f(T) ¢ nilpotente, entiic AT) = D,



CAPITULO 8

ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

8.1 Produtos Internos

Em todo &ste capftulo trataremos apenas de espagos vetoriais
reais ou complexos, isto €, de espagos vetoriais sGbre o corpo dos
niimeros reais ou sdbre o corpo dos mimeros complexos. Nosso
objetivo principal é estudar espagos vetoriais nos quais tenha sentido
falar do “comprimento™ de um vetor ¢ do ‘‘dngulo” entre dois ve-
tores. Faremos isto por meio do estudo de um certo tipo de fungdo
definida sdbre pares de vetores e tomando valores escalares, conhe-
cida como um “produto interno”. Um exemplo de produto interno
¢ o produto escalar de vetores em R3. O produto escalar de

a = (x1, x2, x3) ¢ B = (y1, y2, y3)
em R3 é o escalar
(a.8) = x1pi + x2y2 + Xxaya.

Geométricamente, &ste produto escalar € o produto do comprimento
de « pelo comprimento de 8 e pelo cosseno do dngulo entre « € 8.
Assim, é possivel definir os conceitos geométricos de “‘comprimento™
e “angulo” em R?® em térmos do produto escalar que € algebrica-
mente definido. Um produto interno sdbre um espago vetorial €
uma generalizagio do produto escalar e, em térmos de tal produto
interno, pode-se também definir “comprimento’” e “4ngulo”. Nos-
sos comentdrios s6bre Angulos restringir-se-io ao conceito de per-
pendicularidade (ou ortogonalidade) de dois vetores.

Nesta primeira se¢iio, vamos definir produto interno, conside-
rar alguns exemplos particulares e estabelecer algumas proprieda-
des basicas do produto interno geral. Entfio, voltar-nos-emos ao
trabalho de discutir comprimento e ortogonalidade.
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Definiclio. Seja F o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos ni-
meros complexos e seja V um espago vetorial sébre F, Um produto
interno sobre V € uma fungdo que associa a cada par ordenado de
vetores o, 8 em V um escalar (o, 8) em F de maneira tal que

(@) @+ B,7) = (&, v) + B, 7v);

(b) (ca, B) = cla, B);

(©) (B, @) = (o, B), onde a barra indica conjugaciio complexa;
(d) (@, @) >0 sea=0

Deve-se observar que as condigbes (a), (b) e (c) implicam o
seguinte :

€) (@ B+ v) = clo, B) + (a, 7).

Outro fato merece ser mencionado. Quando F € o corpo R dos ni-
meros reais, os complexos conjugados que aparecem em (c) e ()
sdo supérfluos; no entanto, no caso de F ser complexo éles sio ne-
cessdrios para se obter a condigdo (d). Sem &stes complexos conju-
gados, teriamos a contradicio dbvia:

(a,a) >0 e (i, IO!) = —l(a,a) > 0.

Nos exemplos que seguem, como em todo o capitulo, F é o
corpo dos nimeros reais ou o corpo dos nimeros complexos.

Exemplo 1. S6bre F* existe um produto interno que denomina-

mos o produto interno canénico. E definido sbbre a = (X1, 000y Xn)
e B = (y,... ya) por
(8-1) (a,8) = xljf-l + xzfz + ...+ x»}ﬂ.-

Quando F = R, esta defini¢do torna-se .

(asﬂ) = le’l + . + Arnkn
e &ste produto interno ¢ freqiizntemente denominado o “produto es-
calar”.

Exemplo 2. Para & = (x1, x2) e 8 = (y1, y2) em R?, seja

(a,8) = xiy1 — x1y2 — x1y2 + 4x2pe.
Como (a,x) = (x1 — x2)* + 3x§, decorre que (a,@) > 0 se a = 0.
As condigdes (a), (b) e (c) da definigio sdo facilmente verificadas.

Exemplo 3. Seja V' o espago de tddas as n X n matrizes sdbre
F. Entdo V € isomorfo a F*?, de uma maneira natural, Decorre por-
tanto do Exemplo 1 que

(A’ B) = E Ajkg;;
Sk
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define um produto interno sébre V. Além disso, introduzindo a ma-
triz transposta conjugada B* onde B*kj = B;;, podemos exprimir
éste produto interno sébre ¥ em té€rmos da fungdo traco
(A, B) = tr(AB*) = tr (B*A).
De fato, pois '
tr (AB*) = 2 (4B*);
H

= 2 Z AuBli-u;
j ok

= 2 2 AixBjs.
ik

Exemplo 4. Seja V' o espaco das n X 1 matrizes {(— colunas)
sObre F e seja Q uma n X n matriz inversivel sGbre F. Para X, Y

em V definamos

(X, Y) = Y*Q*QX.
Estamos identificando uma 1 X 1 matriz sébre F com o seu Unico
elemento. Quando Q € a matriz unidade, éste exempio € essencial-
mente 0 mesmo que o Exemplo 1.

Exemplo 5. Seja V' o espago vetorial das fungdes continuas de-
finidas sébre o intervalo unitdrio, 0 < 1 < 1 e tomando valores

complexos. Seja.
(f, &) = [, fR@ar.

O leitor provavelmente tem mais familiaridade com o espago das
fungdes continuas definidas s6bre o intervalo unitdrio e tomando
valores reais, e para &ste espago, a conjugagio complexa sdbre g
pode ser omitida.

Exemplo 6, Este é na realidade tdda uma classe de exemplos.
Pode-se construir novos produtos internos a partir de um dado
produto interno pelo seguinte método: Sejam ¥V e W espagos veto-
riais s6bre o mesmo corpo e suponhamos que (, ) seja um produto
interno so6bre W. Se T € uma transformagao linear ndo-singular de
V em W, entdo :

pT(asﬁ) = (TC!, Tﬁ)
define um produto interno py sébre V. O produto interno do Exem-
plo 4 € um caso particular desta situagio. Os que seguem também
sa0 casos particulares.

(a) Seja ¥ um espago vetorial de dimensfio finita e seja
B = {al,..., an}
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uma base ordenada de V. Sejam ¢, ..., €. 0s vetores da base ca-
nonica de F™ e seja T a transformagio linear de ¥ em F* tal que
Ta; = ¢, j = 1,..., n. Em outras palavras, seja T o isomorfis-
mo “natural” de ¥ em F* determinado por ®. Se tomarmos o pro-
duto interno candnico sdbre F", entio

pr(Z xjaj, T yeow) = Z X;);.
J % J=1

Assim, para toda base ® de V, existe um produto interno sdbre V
com a propriedade de que (aj, @x) = &;z; na verdade, ¢ ficil mos-
trar gue existe exatamente um tal produto interno. Mostraremos pos-
teriormente que todo produto interno sdbre V é determinado por
alguma base ® da maneira acima.

(b) Consideremos novamente o Exemplo 5. Tomemos V = W,
o espago das fungdes continuas sdbre o intervalo unitdrio. Seja T
o operador linear “multiplicagio por 7, isto & (Tf)(1) = f (D),
0< t< 1. E f4cil ver que T é linear. T também ¢ ndoc-singular;
de fato, suponhamos que Tf = 0. Entio, #(f) = Opara 0< ¢t < 1
logo, f(t) = 0 para t > 0. Como f é continua temos também f(0),
ou seja, f = 0. Usando o produto interno do Exemplo 5, construa-
mos um produto interno sébre V por

prif, ) = [} (TfXaXTe)Da
= ﬂ: f(yg(Didt.

Voltemos agora a observagdes gerais sGbre produtos internos.
Suponhamos que V seja um espage vetorial complexo com produto
interno. Entdo, para todos a, 8 em V

(a, B) = Re(e, B) + ilm(a, B)
onde Re(a, 8) e Im(a, 8) sdo as partes real e imagindria do nimero
complexo (a, 8). Se z € um nldmero complexo, entdo Im(z) = Re(— iz).
Decorre que
Im(a, 8) = Re[ —i(a, B)] = Re(a, iB).

Assim, o produto interno é completamente determinado por sua
“parte real” de ac6rdo com

(8-2) (o, B) = Rele, B) + iRe(a, i).

As vézes ¢ bastante util saber que um produto interno sébre um
espago vetorial real ou complexo é determinado por outra fungio, a
chamada forma quadritica determinada pelo produto interno. Para
defini-la, indiquemos primeiro a raiz quadrada positiva de (o, a)
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por |la|l; ||al| ¢ denominada a nerma de « em relagio ao produto
interno. Observando os produtos internos candpicos em R', C', R%, e
R3, o leitor podera se convencer de que € conveniente considerar a
norma de a como o “comprimento” ou “magnitude” de a. A forma
quadrdtica determinada pelo produto interno € a fungio que asso-
cia a cada vetor a o escalar ||a}|?. Decorre da definitdo que

la + 8% = {lal|* £ 2Re(a, 8) + 18]

Assim, no caso real,
1 . 1 y
(3-3) (@ 8) = 5 lla + BlI" — 4 Il — B1*

No caso complexo também precisamos usar (8-2) e obtemos uma
expressao mais complicada:

(84 @8) = 3 lla+ 8l — g lla— 81
+ 5 llo + i8l1* —  lla — i8I,

As equagdes (8-3) ¢ (8-4) sdo denominadas as identidades de pola-
rizacio, Notemos que (8-4) pode também ser escrita como segue:

4
(a, B) = 1 Z M + I8
4 n=1

As observagdes acima valem para qualquer produto interno so-

bre qualquer espago vetorial real ou complexo, nio importando sua
dimensio. Voltamos agora ao caso em que V é de dimensdo finita,
Um produto interno s8bre um espago de dimensdo finita sempre
pode ser descrito em térmos de uma dada base por meio de uma

matriz.
Suponhamos entdo que V seja de dimensdo finita, que

B = {al, L4 5 P an}

seja uma base ordenada de ¥V e que nos seja dado um particular
produto interno sdbre V. mostraremos dque €le € completamente
determinado pelos valores

(8-5) Gir = (ar, @)
que assume sdbre pares de vetores em . Se

a =2 € B = Z yia;
x j
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entiio (@, B) = (Zxiax, B)
X

= ? Xk(ak, B)

i

E? Xk ? yAax, a;)

= Z J;Gjrxx
ik

= Y*GX
onde X, Y sdo as matrizes das coordenadas de a, 8 em relagdo &
base ordenada ® e G € a matriz com elementos Gt = (o, a;). De-
nominamos G a matriz do produto interno em relaciio 4 base orde-
nada 8. Decorre de (8-5) que G = G* ou, em outras palavras, que
G € hermitiana; contudo, G ndo é uma matriz hermitiana tipica.
De fato, pois G deve satisfazer a condigio adicional
(8-6) X*GX >0 se X = 0.
Em particular, G deve ser inversivel. Caso contrario, existiria uma
X 5 0 tal que GX = 0. Quando escrita explicitamente, (8-6) tor-
na-se |
(8-7 Z XGuxe >0, X = 0.

ik

Daqui vemos imediatamente que todo elemento diagonal de G deve
ser positivo; no entanto, esta condigio sdbre os elementos diago-
nais ndo € de forma alguma suficiente para assegurar a validez de
(8-6).

te processo € reversivel; isto é, se G é uma n X n matriz
arbitrdria s6bre F que satisfaz G = G* e (8-6), entdo G é a ma-
triz, em relagio 4 base ordenada ®, de algum produto interno sé-
bre ¥. Tal produto internc é aquéle definido por

(a, B8) = Y*GX

onde X ¢ Y sdo as matrizes das coordenadas de a ¢ § em relacio
a base ordenada ®&.

Assim, fixando-se uma base ordenada ®, pode-se obter uma
descrigdo de todos os produtos internos possiveis sébre o espago V
de dimens#o finita. Por exemplo, podemos descrever todos os pro-
dutos internos s8bre F™ através de suas matrizes em relacio i base
ordenada candnica. Todo produto interno sébre F* é obtido to-
mando-se uma n X n matriz G sdbre F que satisfaca

G = G*
2 ij._x_j.xk > 0, s¢ X ;é 0
Sk
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¢ definindo entdo o produto interno de o = (x1,..., x.) e

.B = (yl;---:y") por
(o, B) = Z Giuyjxr = Y*GX.
PR
Para que uma tal descrigdo seja realmente dtil, deve-se definir al-
guma maneira eficaz de se decidir quando ¢ que uma dada matriz
(7 satisfaz (8-7). Faremos isto posteriormente.

Exercicios

1. Seja V' um espago vetorial e (,) um produto interno sdbre V.

(8) Mostrar que (0, 8) = O para todo 8 em V.
(b) Mostrar que se (a, 8) = 0 para todo 8 em V, entdo « = 0,

2. Seja V' um espago vetorial sdbre F. Mostrar que a soma de dois produ-
tos internos sdbre ¥ € um produto interno sébre V. A diferenca de dois
produtos internos € um produto interno? Mostrar que um multiplo posi-
tivo de um produto interno é um produto interno.

3. Descrever explicitamente todos os produtos internos sdbre R, e sdbre C;.
4. Verificar que o produto interno candnico sdbre F» é um produto interno.
5. Seja (,) o produto interno candnico sdbre R:,

(a) Sejama = (1, 2), 8 = (—I, 1). Se v é um vetor tal que (&, y) = —1
e (8, v) = 3, determinar +.

(b) Mostrar que para todo « em R? temos a = (a, e1)ey + {a, e)e,,
6. Seja (,) o produto interno candnico sdbre C2 e seja T o operador li-
near 7(x:, x1} = (—x;, x:). Ora, T é “a rotagio de 90° e possui a proprie-

dade de que (o, 7o) = O para todo « em R* Determinar todos os produtos
internos [, ] sdbre R tais que [a, Ta] = 0 para todo «. '

7. Seja (,) o produto interno candnico sébre C> Demonstrar que nio
existe nenhum operador linear ndo-nulo sébre C* tal que (a, Ta) = 0 para.
todo « em C?2 Generalizar.
8. Seja V' o espago das 2 X 1 matrizes sdbre R e seja 4 uma 2 X 2 matriz
com elementos reais. Para X, Y em V seja
X, Y) = Yi4X,

Mostrar que fi é um produto interno sdbre V se, ¢ sdmente se, 4 = A,
All >0, A13>Oe det A >0.
9. Seja V' um espago vetorial real ou complexo com produto interno., Mos-
trar que a forma quadrdtica determinada pelo produto interno satisfaz a
regra do paralelogramo

lle + BII* + [l — lI* = 2lJal|* + 28]~
10. Seja (,) o produto interno sdbre R* definido no Exemplo 2 ¢ seja &
a base ordenada candnica de R Determinar a matriz déste produto interno
cm relagio a ®.

11. Mostrar que a formula

\ d’bg
xXi, B hyxt) m 3 —5
(2;.::, x +%) aed + k41
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define um produto interno sdbre o espago R[x]) dos polindmios sdbre o
corpo R. Seja W o subespago dos polinémios de grau menor ou igual a n.
Restringir o produto interno acima a W e determinar a matriz déste pro-

duto interno sGbre W em relagio 4 base ordenada { I, x, x0..., x" ¢,
(Sugestdo: Para mostrar que a férmula define um produto interno, obser-
var que

o = [ oo

¢ trabalhar com a integral.)

12. Seja ¥ um espago vetorial de dimensio finita e seja B = {m, R Cla}
uma base de V. Seja (,) um produto interno s6bre V. Se ¢,. .., C. si0
n escalares arbitrdrios, mostrar que existe exatamente um vetor « em J tal
que (o, a;) =¢;, j=1,...,m

13. Seja V um espago vetorial complexo. Uma fungiio J de V em V é de-
nominada uma c¢injugacio (também chamada fungio semilinear) se o +
+8) = J(a) + JB). J(ca) = tHa) ¢ J(J(a) = a, para todos os escalares ¢ e
todos «, 8 em V. Se J é uma conjugagiio, mostrar que

(a) o conjunto W de todos « em V tais que Jo = a € um espago ve-
torial sobre R em relagfio 4s operagdes definidas em V; .
(b) para cada « em ¥ existe um Gnico par de vetores 8, v em W tais

que o« = 8 + jv.

14. Seja ¥ um espago vetorial complexo ¢ ¥ um subconjunto de ¥ com
as seguintes propriedades:

(i) W é um espago vetorial real em relagio as operagdes definidas em V.
(i) Para cada « em ¥ existe um Unico par de vetores 8, y em W, tais que
a = § -+ {y. Mostrar que a equagio Ja = § — iy define uma conjugaciio
sdbre V tal que Jo = o se, e sdmente se, o pertence a W e mostrar tam-
bém que J ¢ a Unica conjugagdo sdbre ¥ com esta propriedade.

18. Determinar tédas as conjugagdes sdbre C' e C=

16. Seja W um subespago real de dimens@io finita de um espago vetorial
complexo V. Mostrar que W satisfaz a condigiio (ii) do Exercicio 14 se, €
somente se, tdda base de W ¢é também uma base de V.

17. Seja ¥ um espago vetorial complexo, J uma conjugagio sdbre ¥, W
o conjunto dos « em ¥ tais que Ja = « e fum produto interno sébre W.
Mostrar que

(a) existe um dnico produto interno g sdbre V tal que gla, 8) = fla, 8)
para todos o, g em W,
(b) glJa, JB) = g(8, ) para todos «, § em V.

O que & parte (a) diz acérca da relacio entre os produtos internos candni-
cos sdbre R e C' ou sbbre R* e C?

8.2 Espacos com Produto Interno

Agora que temos alguma idéia sdbre o que um produto inte-
no ¢, voltaremos nossa atengdo para o que pode ser dito a respeito
da combinagdo de um espago vetorial e algum produto interno par-



ESPAGCOS COM PRODUTO INTERNO 243

ticular sdbre &le. Especificamente, estabeleceremos as propriedades
bdsicas dos conceitos de “‘comprimento” e “ortogonalidade’ que
s#o impostas ao espago pelo produto interno.

Definiciio. Um espago com produto interno é um espago vetorial
real ou complexo, munido de um produto especificado sobre aquéle

espago. _
Um espago real com produto interno e de dimensdo finita €

freqiientemernite denominado um espago euclidiano. Um espaco com-
plexo com produto interno € freqiientemente dito um espaco unitdrio.

Teorema 1. Se V é um espaco com produto interno, entdo, para
quaisquer vetores a, i em V e todo escalar ¢

(a) licalf = lc| [le][;
(b) |la|| > 0 paraa # 0;

(©) Ha.B)l < [le| 11815
(@) flat+8ll < ol + 18I,

Demonstracdo. As afirmagdes (a) e (b) decorrem quase imediata-
mente das diversas defini¢bes envolvidas. A desigualdade em (c)
¢é evidentemente véilida quando a = 0. Se a = 0, cologquemos

G
=2 Yl
Entdo (y,a) = O e
Gea) .  (Be)
< 2 = o Rt hat
O = (8 g B~ i ©
= (8 8) — ffﬁﬁ ®, @)
o 2
=t — B,

Logo [(a, 8)I12 < {|a}|2||8]|2. Usando agora (c) concluimos que

le + Bl]2 = [le]2 + (a, B) + (B, a) + [{8]|?
= |lal[2 + 2Re(a, 8) + |18i]2
< a2 + 2|laff? |18]] + 18]}
= (lal} + [I8I)%

Assim, la 1+ Bl < {lall + [I8]i, 0 que demonstra (d).
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Observaclio. A desigualdade dada em (c) é denominada a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz. Ela possui uma ampla gama de apli-
cagoes em matemdtica.

Exemplo 7. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos
produtos internos dados nos Exemplos 1, 2, 3 ¢ 5 obtemos o seguinte:

(2) |2 xups] < (2 1V [pa 22

(0) (X191 — xop1 — X1v2 + 4x2ys]
< ((x1 — x2)* + 3xDVH O — y2)? + I

(©) itr (AB*)] < itr (AA*)|\12]tr (BB*)|\/2
(d) !ﬁ,lf(x)g(x)dx' < (ﬁ: lf(x)lQd.un:)l’m(j';1 IS(X)Izdx)m.

Defini¢lo. Sejam o e 8 vetores num espago ¥ com produto in-
terno. Dizemos que o e B sdo ortogonais se (a, 8) = 0. Se S é um con-
Junto de vetores em V, dizemos que S é um conjunto ortogonal se dois
quaisquer vetores distintos em S sd@o ortogonais. Um conjunto orto-
normal é um conjunto ortogonal S, com a propriedade adicional de
que ||a|| = 1 para todo a em S.

O vetor nulo € ortogonal a todo vetor em ¥ e € o dnico vetor
com esta propriedade. E conveniente pensar em um conjunto orto-
normal como um conjunto de vetores mutuamente perpendiculares,
cada um tendo comprimento 1.

Exemplo 8. A base candnica de R* ou de C* € ortonormal em
relagdo ao produto interno candnico sébre R* ou C*

Exemplo 9. Seja ¥V o espago das n X n matrizes complexas e
EP? a matriz cujo inico elemento ndo-nulo é um 1 na linha p e coluna
¢. Entdo, o conjunto de todas estas matrizes E?¢ é ortonormal em re-
lagdo a0 produto interno dado no Exemplo 3. De fato, pois

(E, E™) = tr (EME") = §,, tr (E*") = §,, 6,

Exemplo 10. Se ¥V € o espago das fungdes continuas definidas
sdbre o intervalo 0 < x < 1 e tomando valores complexos (ou
valores reais), com o produto interno

(/8 = [, fx)elx) dx
e se fulX) = /2 cos 2r nx

gi(x) = \V2sen 2 x nx
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entdo § = {1, f1, 81, f25 82, - } é um conjunto ortonormal. No
caso complexo, se

ho(x) = e n =0, 1, + 2,...

entio S = {h.} é um conjunto ortonormal. Estamos supondo que
o leitor tenha familiaridade com o célculo das integrais acima, De-
ve-se notar que ambos os conjuntos hd pouco exibidos s#o infinitos.

Teorema 2. Um conjunto ortogonal de vetores nido-nulos é li-
nearmente independente.

Demonstragio. Seja S um conjunto ortogonal de vetores nio-
nulos num espago com produto interno. Suponhamos que a0z, . . .,
an sejam vetores distintos em S e que

8 = cioy + 2024 ...+ Coutim.

Entio (B, ax) = Z(cjn, o)
J

= 2 ¢f{ay, ax)
4

= (i (ak, a,&).

Como (ax, ax) # 0, decorre que

N ) )

okl

Assim, quando 8 = 0, cada ¢, = 0; logo S é um conjunto indepen-
dente.

Corolério. Se um vetor 8 é uma combinagdo linear de um con-
Junto ortogonal de vetores ndo-nulos ay, g, ...,om, entdo B é exa-
tamente a combinagdo linear

_ : (Bs ak)'

&8 A= Teal®

fste coroldrio decorre da demonstragio do teorema. Existe
um outro coroldrio que, apesar de evidente, deve ser mencionado.
Se {al, cony a,..} é um conjunto ortogonal de vetores n&o-nulos em
um espago V de dimensio finita com produto interno, entio m <
dim V. Intuitivamente, isto diz que o mimero de dimensdes mirtua-
mente ortogonais no espago ndo pode exceder a dimensdo do es-
pago, algébricamente definida. O mimero méximo de dire¢Bes orto-
gonais em V é o que provavelmente se consideraria como sendo a
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dimenséio geométrica de ¥, e acabamos de ver que esta nio é maior
que a dimensdo algébrica. Evidentemente, veremos sem grande sur-
présa que estas duas dimensdes sdo idénticas.

Teorema 3. Todo espaco de dimensdo finita com produto inter-
no possui uma base ortonormal.

Demonstragdo. Seja V um espago com produto interno e {61,
.+, 8.} uma base de V. A partir desta base, vamos obter uma base
ortogonal, por meio de uma constru¢gdo conhecida como o processo
de ortogonalizaciio de Gram-Schmidt. Em primeiro lugar, seja a; = 8.
Entdao

(Bz ay)

az = Bz — T

Como B; e B2 sdo linearmente independentes, a2 # Qe, por cdlculos
diretos, vemos que (a2, @;) = 0. Seja agora
(.B:‘h al) (ﬂm

T T

Entio a3 # 0, pois caso contrario, 83 seria uma combinagdo linear
de B; e B2; além disso, (a3, a1) = (a3, @2) = 0. Suponhamos agora
que tenhamos construido vetores ortogonais ndo-nulos ay, as, . . . , o
de maneira tal que o; seja 8; menos uma certa combinagéo linear de
B1, B, .. , Bi-1 para 2 < j < k. Seja

k (ﬁk-{—l’af) @

(8-9) eyl = Beyr1— Z ]
im1 lefl®
Entéo
: E (Beyt,a;
(@rp1, ) = Bryr, @) — Z (ﬁ‘}“@i) (), @)
s=1 el
= (Br+1, i) — (B 41, i)
=0 1<i<Lk
Assim, ai+1 € ortogonal a cada um dos vetores ay, ag, . . ., axr. Su-
ponhamos que ax 41 = 0. Entdo 8i ., seria uma combinagio de o,
az, ...,k € portanto, de 8y, Ba, ... B Assim, ary; # 0 e, con-

tinuando desta forma, obteremos no final um conjunto ortogonal
ndao-nulo {a;, AZy ooy au} contendo n vetores distintos. Pelo Teo-
rema 2, éste conjunto € independente, logo é uma base. Para obter
o;

uma base ortonormal basta substituir cada «; por Teed
_ ;||
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Este teorema nos mostra que o niimero méximo de vetores em
um subconjunto ortonormal de ¥ é dim ¥. Ele também nos mostra
outro fato, que deve ser mencionado.

Suponhamos que V seja um espago vetorial de dimensdo finita
sbbre o corpo dos nlimeros reais ou s6bre o corpo dos niimeros com-
plexos. Na iiltima segdo ressaltamos que todos os produtos internos
possiveis sdbre ¥ podem ser descritos por meio de certas matrizes
hermitianas. Com o Teorema 3, pode-se fazer uma descri¢io dife-
rente de todos os produtos internos sdbre ¥. Uma maneira de defi-
nir um produto interno sdbre V ¢ esta: Tomar uma base arbitrdria
{a1,... 2} de ¥ e definir o produto interno de a = X101 + Xactn

ef = ya; + ...+ ysan por

n
(@, B) = Z x;)i.
=1
Em relagio &sse produto interno, {a;, - ,a,.} ¢ uma base orto-
normal. O que o Teorema 3 nos diz é que todo produto interno s6-
bre V¥ surge desta maneira, isto é, que &ste € o tnico tipo de produto
interno que existe sdbre V. De fato, pois se (, ) é um produto in-
terno, existe uma base {al, . ,a,.} de ¥ que € ortonormal em re-
lagdo a &ste produto interno. Como (aj, ax) = 8, € imediato que

(Z xja, Z yeon) = Z X¥5.
J & j=1
Definiclio. Seja V um espaco com produto interno e seja S um
conjunto arbitrdrio de vetores em V. O suplementar ortogonal de S é
o conjunto S* de todos os vetores em V que néo sdo ortogonais a todo
vetor em S. -
Se §' é um subconjunto arbitrario de ¥, o suplementar ortogo-
nal S. (S perpendicular) é um subespago de V. De fato, pois S!
contém o vetor nulo e € portanto n3o-vazio, Sejam a e 8 em S* e
seja ¢ um escalar arbitrario. Para todo vetor « em S temos

(ca + B,7) = cla,v) + (B, 7)
c0 + 0
0

0 que mostra que ca + S estd em SL. O suplementar ortogonal de
V € o subespago nulo, e reciprocamente.

It

I

Teorema 4. Se W é um subespaco de dimensdo finita de um es-
paco Y com produto interno, entio

V=WwW=eo Wi,
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Demonstragdo. Seja {al, QA2 .. ey a,..} uma base ortogonal qual-
quer de W, a existéncia de uma tal base é garantida pelo Teorema 3.
Se 8 € um vetor qualquer em V,

- (ﬁs ak)

=z
P Tl ™ T Y
onde
=8 —2 @, akz)ak
x-l”aﬂ|

Como (v,a;) = 0 para todo aj, decorre que v € ortogonal a toda
combinagéio linear de ay, a2, ..., am; logo, V = W 4+ Wi, Se a
pertence a W e também a WL, entdo (a,a) = 0, 0 que mostra que
a = 0. Assim, V' é a soma dlreta de We WL,

Corolério. Seja {a, ..., awm} um conjunto ortogonal de vetores
ndo-nulos em um espago YV com produto interno. Se 8 é um vetar arhi-
trdrio em V, entdo

;; [(ﬁs ak)z' 2
kw1 [l

< 18l

Além disso, a igualdade vale se, e sdmente se,

g =2 8. akz O,
ey leal]
Demonstracdo. Seja
5 =3 (6: akﬂ) .
ey |ja|

Entdo 8 = § + v, onde (5,y) = 0. Logo

18[1* =@ + v & + v = [18]* + Hvll’
Agora basta demonstrar que
|(.3,m=)1

221 Tl 2

181% =

Isto é um cdlculo imediato, usando o fato de que (ay,ar) = 0 para j = k.

A desigualdade no coroldrio cima & conhecida como a desi-
gualdade de Bessel. No caso particular em que {aq, cevs am} 6 um
conjunto ortonormal, a demgualdade de Bessel diz

z (8, a)(® < |8])2
k=1
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O coroldrio também nos diz que, neste caso, 8 estd no subespago
gerado por ay, . .., a. se, € sOmente se,

8 = g (8, ax )
f=1

ou seja, se, ¢ sdmente se, a desigualdade de Bessel €, na verdade,
uma igualdade. E claro que, no caso de V ser de dimensdo finita
e {ai, ..., an} ser uma base ortonormal de ¥, a férmula acima vale
para todo vetor 8 em V. Em outras palavras, se {1, ..., an} € uma
base ortonormal de V, a k-€sima coordenada de 8 em relagio & base:
ordenada {aj, ..., an} € (8, o).

Exemplo 11. Aplicaremos o dltimo coroldrio aos conjuntos orto-
normais descritos no Exemplo 10. Concluimos que

@) 3 |[ofwea® < [ fey

k=-n

n n
(b) ﬁ}‘ S ot = T |cy?
k=—n k=-n

©) fo "(V2cos 20t + V2sen det)ldt = 1 + 1 = 2.

Se W ¢ um subespago de dimensdo finita de um espago ¥ com
produto interno, j4 mostramos que ¥V = W @ WL Decorre que
existe uma unica projegdo- E com imagem W e nicleo Wi, Deno-
minamos esta projegdo E a projeciio ortogonal de V sdbre W. Lem-
bramos ao leitor que E € o operador linear definido como segue:
Se o estd em V, escrevamos « = 8 + v, com S em W ey em WL,

Entdo Ex = 8. Se {ay, ..., an} é uma base ortogonal arbitréria de
W, a demonstragio do Teorema 4 nos mostra uma férmula expli-
cita para a projegio ortogonal E em térmos dos vetores ay, . . ., am:
(8-10) =3z B,
et el
Exercicios

1. Consideremos R com o produto interno candnico. Seja W o subespago
de R+ formado pelos vetores que sfio ortogonais a « = (1,0, — 1, ) e a
8 = (2, 3, — 1, 2). Determinar uma base de W.

2. Aplicar o processo de Gram-Schmidt aos vetores 81 = (1, 0, 1), 8, =
= (1,0, — 1), 8; = (0, 3, 4), para obter uma base orfonormal de R* com
¢ produto interno candnico.

3. Consideremos C: com o produto interno candnico. Determipar uma
base ortonormal do subespago gerado por 81 = (1,0, de g, = (2,1, 1 4+ §).
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4. Seja V um espago com produto internd. A distincia entre dois vetores
a ¢ § em V € definida por
e, B2) = [la — Bl

Mostrar que

(a) da, 8) = 0; :

(b) d(e, B) = O se, ¢ sdbmente se, a = §;

(€) Ka, 8) = d(B, a);

(d) de, 8) £ dla, v) + div, B).
5. Seja ¥ um espago com produto interno e sejam «, 8 vetores em V. Mos-
trar que « = 3 se, e somente se, (a, v) = (8, v) para todo v em V,

6. Seja W o subespaco de R gerado pelo vetor (3, 4). Usando o produto
interno candnico, seja E a projesdo ortogonal de R2 sébre W, Determinar:

(a) uma férmula para E(x,, x.);

(b) a matriz de E em relacio & base ordenada candnica;

(¢} W+, 3

(d) uma base ortonormal em relagio & qual E seja representada pela

matriz
1 0],
00

7. Seja ¥ o espago com produto interno que consiste de R* com o produto
interno cuja forma quadritica é definida por

{[(x1, xa)|1? = (2 — x2)% + 3x3.
Seja E a projegdo ortogonal de V sdbre o subespago W gerado pelo vetor
(3, 4). Responder agora &s quatro questdes do Exercicio 6.
8. Determinar um produto interno sdbre R: tal que (e, ¢) = 2.

9. Seja ¥ um espago com produto interno, W o subespago gerado por um
vetor nio-nulo « ¢ £ a projegiio ortogonal de ¥ sdbre W. Se 8 ¢ um vetor
em ¥V, mostrar que

I8 — EBl| < Il8 — ]

para todo v em W. O que isto diz geometricamente?

10. Seja V' o subespago de Rx] formado pelos polindmios de grau no m4-
ximo 3. Equipemos ¥ com o produto interno

(for = [ fowod.

(a) Determinar o suplementar ortogonal do subespago dos polindmios
constantes. .

(b) Aplicar o processo de Gram-Schmidt 3 base {1, X, X1, x-’-}.
11. Seja ¥ o espago vetorial das n X »# matrizes sdbre C, com o produto
interno (A4, B) = tr (4B*). Determinar o suplementar ortogonal do subes-
paco das matrizes diagonais.
12. Seja ¥ um espago de dimensdo finita com produto interno e seja
{a,,...,a.} uma base ortonormal de V. Mostrar que pars quaisquer
vetores o, S em V-

(0 8) = Z (o, ) By arp).
k|
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13. Seja W um subespago de dimenséo finita de um espago V' com produto
interno ¢ seja E a projecio ortogonal de V sGbre W. Demonstrar que
(Ea, 8) = (a, EB) para todos &, 8 em V.

14. Seja .5 um subespago de um espago ¥ com produto interno. Mostrar
que (S+)+ contém o subespago gerado por §. Para V de dimensdo finita,
mostrar que (S4)! ¢ o subespago gerado por §.

15. Seja ¥ um espago de dimensfio finita com produto interno e seja
® = [a1,..., anf uma base ortonormal de V. Seja T um operador linear
sdbre V' e A a matriz de T em relagio 4 base ordenada ®. Demonstrar que

Ay = (Tay, @),

16. Suponhamos que V = W, @ W. e que f; e f: sejam produtos inter-
nos sdbre W, e W, respectivamente. Mostrar que existe um Unico produto
internc f sébre V tal que :

i W. = Wi,

(ii) fla, B) = file. 8), quando «, 8 estio em W,, k = 1, 2.
17. Seja ¥ um espago com produto interno e W um subespago de V de di-
mensdo finita. Existem (em geral) muitas projegdes que tém W por sua ima-
gem, Uma destas, a projegiio ortogonal sSbre W, tem a propriedade de
que [|Eal| € |laf| para todo « em ¥. Demonstrar que se £ é uma projeciio
com imagem W, tal que ||Ea!| < |la|| para todo « em V, entdo E é a pro-
jecdo ortogonal sObre W.

18. Seja V o espago real com produto interno que consisie do espago das
fungBes continuas, definidas no intervalo — 1 < ¢ < 1, tomando valores
reais, com o produto interno

9 = [ s

Seja W o subespago das fungdes impares, isto €, fungles que satisfazem
fi— 1) = — f(n. Determinar o suplementar ortogonal de W.

8.3 Funcionais Lineares e Adjuntos

A primeira parte desta se¢do trata dos funcionais lineares sGbre
um espago com produto interno ¢ de sua relagio com o produto
interno. O resultado fundamental é que todo funcional linear f sbre
um espago de dimensdo finita com produto interno é o “produto
interno por um vetor fixo no espago”, isto é, que um tal f € da forma
fla) = (a,8), para um certo B fixo em V. Usaremos é&ste resultado
para demonstrar a existéncia do “‘adjunto” de um operador linear
T sdbre ¥V, sendo &ste um operador linear 7* tal que (Ta,8) = (e, T*8)
para todos a ¢ 8 em V. Através do uso de uma base ortonormal, esta
‘operagdo de conjugagdo sdbre operadores lineares (passando de T a
T*) ¢ identificada com a operagdo de se tomar a transposta conju-
gada de uma matriz. Vamos explorar superficialmente a analogia
entre a operagdo de conjugagio e a conjugagio sdébre nliimeros com-
plexos.
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Seja V um espago arbitririo com produto interno e seja 8 um
certo vetor fixo em V. Definamos uma fungiio f; de ¥ no corpo de
escalares por

Sol@) = (a,B).

Esta fung¢do fs € um funcional linear sébre ¥, pois, por sua prépria
definigdo, (a,f) € linear como uma fungdo de . Se V é de dimensio
finita, todo funcional linear sébre ¥ provém desta maneira de al-

gum 8.

Teorema S. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno e f um funcional linear sébre V. Entdo existe um tnico vetor

B8 em V tal que f(a) = (a,8) para todo a em V,

- Demonstragdo. Seja {ay, s, ..., a,} um base ortonormal de V.
Cologuemos
(8-11) 8 = 2 flaj)a
J =

¢ seja fs o funcional linear definido por

Jo(@) = (a.B).

Entdo
folew) = (ax, Z flaj)oy) = flaw).

Como isto € valido para todo a;, decorre que f = f;. Suponhamos
agora que v s¢ja um vetor em V tal que (o,8) = (a,y) para todo a.
Entio (8 — v,8 — v) = 0 e 8 = v. Assim, existe exatamente um
vetor 8 que determina o funcional linear f da maneira afirmada.

A demonstragio déste teorema pode ser ligeiramente reformu-
lada, em térmos da representagdo de funcionais lineares em relagio
a uma base. Se tomarmos uma base ortonormal {ay, ..., a.} de
V,oprodutointernode a = x1a1 + ... + xpan€ B = vy + ... +
+ yea, serd

(a,ﬁ) = xljjl + ... + xnyn-
Se f ¢ um funcional linear arbitrdrio sébre V, entdo f é da forma
Slo) = cixi + ... + caxa

para certos escalares fixos ¢, ..., ¢, determinados pela base. E
claro que ¢; = f(a;). Se desejamos encontrar um vetor 8 em V tal
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que (a,8) = f(a) para todo e, entdo evidentemente as coordenadas y,
de B devem satisfazer y;, = c;, ou seja, y; = f(a,). Conseqiientemente
6 =f(al)al + v e +f(an)an

é o vetor desejado.

Exemplo 12, Gostariamos de dar um exemplo que mostre que
0 Teorema 5 ndo € valido sem a hipdtese de V ser de dimensdo finita,
Seja ¥V o espago vetorial dos polindmios sdbre o corpo dos niimeros
complexos, com o produto interno

(8 = [ SR,

Este produto interno pode também ser definido algébricamente. Se
Y
f=Zax* e g = Z bex*, entio

a_,‘bk.

1
»8) = & -
(f, &) A

Seja z um nimero complexo fixo € seja L o funcional linear “valor
que assume em 2z’’;

L(f) = f@).

Existe um polindmio g tal que (f, g) = L(f) para todo f? A resposta
€ negativa; de fato, suponhamos que se tenha

f@ = [, gt

para todo f. Seja A = x — z, de modo que para todo f temos (Af)
(z) = 0. Entdo

0 = [, Ho)f(eXgDds

para todo f. Em particular, isto vale para f = hg de modo que

' o) lgteyide = 0

e entdo Ag = 0. Como h # 0, devemos ter que g = 0. Mas L ndo
¢ o funcional nulo; logo, nenhum tal g existe.

Pode-se, num certo sentido, generalizar o exemplo, para o caso
em que L ¢ uma combinagdo linear de funcionais do tipo acima.
Suponhamos que tomemos nimeros complexos fixos zy, ..., z, €
escalares ¢y, ..., ¢. € seja

L(f) = aof(@1) + ... + cf(z).
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Entio L € um funcional linear sdbre ¥, mas nfio existe nenhum g
tal que L(f) = (f,g), a menos que ¢; = ¢2 = ... = ¢, = 0. Bastar
repetir 0 argumento acima com k = (x — z;) ... (x — z,).

Voltamos agora ao conceito do adjunto de um operador linear.
Demonstraremos primeiro o que segue.

Teorema 6. Para qualquer operador linear T sébre um espago
V de dimensdo finita com produto interno, existe um inico operador
linear T* sobre V tal que

(8-12) (Ta, 8) = (o, T*B)
para todos a8 em V.

Demonstragdo. Demonstraremos que existe um tal operador li-
near 7*. Seja 8 um vetor em ¥V; definiremos T*8. Ora, f(a) = (Ta,8)
¢ um funcional linear sdbre ¥ e o Teorema 5 nos diz que existe um
vetor §' em ¥ tal que (Tw,8) = (&,8’) para todo a. Este 8 & deter-
minado de modo inico por 8 e a regra que associa 8’ a 8 sera cha-
mada de T*:

g = T*8.
Temos (8-12), mas precisamos verificar que T* é um operador linear.
Sejam 8, ¥ em V e seja ¢ um escalar, Entdo, para qualquer «
(e, T*(cB + 7)) = (T, B + )
= (Ta,cB) + (Ta,7v)
= (T, B) + (T, v)
= &, T*8) + (&, T*v)
= (&, cT*B) + (o, T*y)
= (a, cT*8 + T*y).
Assim, T*(cB + v) = ¢T*8 + T*y e T* € linear.
A unicidade de T* € evidente. Para 8 arbitrdrio em ¥, o vetor

T*g € determinado de modo tnico como sendo o vetor 8’ tal que
(7a, B) = (a, B’) para todo a.

Teorema 7. Seja V um espago de dimenséo finita com produto
interno e seja ® = {ay, ..., an} uma base ortonormal (ordenada) de
V. Seja T um operador linear sébre V e seja A a matriz de T em re-
lacdo & base ordenada ®, Entdo Ay; = (Ta;, o).

Demonstragdo. Como ® ¢ uma base ortonormal, temos

a = Z (o, ap)ay.
k=1
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A matriz A € definida por

Ta; =
P

A jae
1

I a

n
¢ como Ta; = T (Taj, ar)a
_ il

temos Ax; = (Taj, ax).

Coroldrio. Seja V um espaco de dimensdo finita com produto
interno e seja T um operador linear sébre V. Em relacdo a qualquer
base ortonormal de V, a matriz de T* é a transposta conjugada da

matriz de T.

Demonstracdo. Seja 8 = {ay, ..., a,} uma base ortonormal de
V,seja A = [Tlg e B = [T*lg. De acdrdo com o Teorema 7,

Arj = (Tej, oi)

By; = (T*aj, o).
Entdo, pela definicio de T%*, temos
By = (T*aj, o)

= (ak_, T*aj)
= (T, o)

= Aj.

Definicdio. Seja T um operador linear sébre um espaco V com
produto interno. Dizemos que T possui um adjunto se existe wm ope-
rador linear T* sobre V tal que (Ta, B) = (o, T*B) para todos « €
8 emYV,

A afirmagio do Teorema 6 € que todo operador linear sdbre
um espago de dimensdo finita com produto interno possui um ad-
junto. Isto n&o mais vale se ¥ ndo é de dimensao finita. Em qualquer
caso, existe no méximo um tal operador T*; quando existe, deno-
minamo-lo o adjunto de T. _

Dois comentérios devem ser feitos acérca do caso de dimensdo
finita. (1) O adjunto de T depende ndo sé de T, mas também do
produto interno. (2) Para um base ordenada arbitrdria ®, a relag@o
[Tlg € [T*)g é mais complicada que a apresentada no coroldrio
acima. |

Exemplo 13. Seja V o espago das n X 1 matrizes complexas,
com o produto interno (X, Y) = Y*X. Se 4 é uma 'n X n matriz
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com elementos complexos, o adjunto do operador linear X — AX
¢ o operador X — A*X. De fato, pois

(AX, Y) = Y*4AX = (A*Y)*X = (X, A*Y).

O leitor devera se convencer de que isto € na realidade uma refor-
mulagdo do tltimo corolario.

Exemplo 14. Este & semelhante ao Exemplo 13. Seja V o espago
das n X n matrizes complexas, com produto interno (4, B) =
= tr (B*A4). Seja M uma »n X n matriz fixa s6bre C. O adjunto da
muitiplicagdo i esquerda por M é a multiplicacio & esquerda por
M*. Evidentemente, “multiplicagio & esquerda por M é o ope-
rador linear L, definido por Ly(A4) =

(Lu(A), B) = tr (B¥(MA))
tr (MAB%)
tr (AB*M)
tr (A(M*B)*%)
(4, Ly*(B)).

Assim, (Ly)* = Ly*. No cidlculo acima, usamos duas vézes a pro-
priedade caracteristica da fungfo trago: tr (AB) = tr (BA).

Exemplo 15. Seja ¥V o espago dos polindmios sdbre o corpo
dos nimeros complexos, com o produto interno

/8 = [, fe@ar.

Se f é Um polindmio, f = 2 a,x*, sejaf = T awx*. Isto é, f é o poli-
mdnio cuja fungio polinomial associada é a complexa conjugada
da de f:

I T I (|

f( = f(n, ¢ real

Consideremos o operador “multiplicagio por Sf7,isto & o operador
linear m; definido por m;{(g) = fg. Entdo é&ste Operador possui um
adjunto, a saber, a multiplicagdo por f. De fato, pois

(Mj(g), h) = (fg. )
= [, foRds

= |, sOIFOR(n)Mr

= (gs fh)
= (g, Mi(h))

e portanto (My)* = M,.
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Exemplo 16. No Exemplo 15, vimos que alguns operadores li-
neares sdbre um espago de dimensfio finita com produto interno
possuem um adjunto. Como comentamos anteriormente, outros néo
o tém. Seja V o espago com produto interno do Exemplo 15 ¢ seja
D o operador derivagdo sdbre C [x]. A integragdo por partes mostra
que

(Df, g) = f(1)g(1) — f(0)g(0) — (f, Dg).

Fixemos g e perguntemos quando € que existe um polindmio D*g
tal que (Df, g) = (f, D*g) para todo f. Se um tal D*g existe, temos

(f, D*g) = fill)g(l) — f(0)g(0) — (f, Dg)
ou seja, (f, D*g + Dg) = f(1)g(1) — f(0)g(0).

Com g fixo, L(f) = f{l)g(1) — f(0)g(0) ¢ um funcionat linear do
tipo considerado no Exemplo 12 e nio pode ser da forma L(f) = (f, k)
a menos que L = 0. Se D*g existe, entdo com A = D*g + Dg
temos de fato L{f) = (f, h), e entdo g(0) = g(1) = 0. A existéncia
de um polindmio adequado D*g implica g(0) = g(1) = 0. Recipro-
camente, se g(0) = g(1) = 0, o polindmio D*g = — Dg satisfaz
(Df, g8) = (f, D*g) para todo f. Tomando um g qualquer para o
qual g(0) = 0 ou g(1) > 0, ndo podemos definir D*g de modo
conveniente, portanto, concluimos que D ndo possui adjunto.

Esperamos que &stes exemplos aumentem a compreensdo do
leitor quanto ao adjunto de um operador linear. Vemos que a ope-
ragdo de conjugagio, que faz passar de T a T*, se comporta um
pouco como a conjugacio sdbre nimeros complexos. O teorema se-
guinte fortalece esta analogia.

Teorema 8. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno. Se T e U sdo operadores lineares sébre V e c é wm escalar

@ (T + Uy*=T*+ U*

(b) (cT)* = cT*;

(c) (TU)* = U*TH;

(d) (TH* = T.

Demonstracdo. Para demonstrar (a)

(T + Uy, 8) = (Ta + Un, B)
= (Ta, B) + (U, 8)
= (a, T*8) + (o, U*B)
= (as Ttﬁ + U*ﬁ)
= (a, (T* + U*)ﬂ)
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Pela unicidade do adjunto temos (T + U)* = T* + U*. Deixa-
mos a demonstra¢io de (b) a cargo do leitor. Obtemos (c) e (d) a
partir de

(TUx, B) = (Ua, T*B) = (a, U*T*p)
(T*a, B) = (8, T*a) = (7B, a) = (a, TH).

O Teorema 8 € freqiientemente formulado como segus: a apli-
cagdo T — T* é um anti-isomorfismo linear-conjugado de periodo
2. A analogia com a conjugagdo complexa que mencionamos acima
¢, evidentemente, baseada na observagiio de que a conjugagio com-
plexa tem as propriedades (z1 + 2z2) = Z; + Z3, (2122) = Z122,Z = z.
Deve-se ter o cuidado de observar a inversio da ordem num pro-
duto, imposta pela operagdo de conjugagio: (UT)* = T*U*. Men-
cionaremos extensdes da analogia 4 medida que prossigamos nosso es-
tudo de operadores lineares sdbre um espago com produto interno.
Podemos mencionar alguma coisa nesse sentido agora. Um nitme-
ro complexo z € real se, ¢ sdmente se, z = z, E de esperar que
os operadores lineares T tais que 7 = T™* se comportem, de certa
maneira, como os nimeros reais. E isto o que realmente ocorre.
Por exemplo, se T é um operador linear sébre um espago complexo
de dimensdo finita com produto interno, entdo

(8-13) T = U, + iU,

onde Uy = U* e U, = U*;. Assim, de certa forma, T possui
uma “‘parte real” e uma “parte imaginaria”. Os operadores U, e
Uz que satisfazem Uy = U*y, Uy = U*, e (8-13) sfo tinicos e sdo
dados por

H
Ind ] =
~—
~
+
hﬂ
-~

U,

Uz =

Um operador linear T tal que T = T* ¢é dito auto-adjunto ou
(hermitiano). Se ® ¢ uma base ortonormal de V, entio

[T*]lg = [T]a

¢ entdo T € auto-adjunto se, e sOmente Se, sua matriz em relagio a
téda base ortonormal € uma matriz auto-adjunta. Operadores auto-
-adjuntos sdo importantes, ndo s6 porque nos fornecem uma espé-
cie de partes real e imagindria de um operador linear arbitrério,
mas também pelas seguintes razdes: (1) Operadores auto-adjuntos
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possuem muitas propriedades espectais. Por exemplo, para um ope-
rador déste tipo, existe uma base ortonormal formada por vetores
caracteristicos. (2) Muitos operadores que surgem na pritica sdo
auto-adjuntos. Consideraremos posteriormente as propriedades es-
peciais dos operadores auto-adjuntos,

Exercicios

1. Seja V' o espago C? com o produto interno candnico. Seja T o opera-
dor definido por Te, = (1, —2), Te; = (i, —1). Se o = {x!, x.), determi-
nar T*a.

2, Seja T o operador linear sdbre C2 definido por Ta = (1 + i, 2),
Te. = (i, {). Usando o produto interno candnico, determinar a matriz de
T* em relagio a4 base ordenada candnica. T comuta com T*?

3. Suponhamos que ¥V seja C* com o produto interno candnico. Seja T o
operador linear s8bre V' cuja matriz em relagio & base ordenada candnica
é definida por

App = Y6 (j2 = —]),

Determinar uma base do nicleo de T™*.

4. Seja ¥ um espago de dimens&o finita com produto interno ¢ T um ope-
rador linear s8bre V. Se T ¢ inversivel, mostrar que T* € inversivel e (7)™ !
= (T71)*,

5. Seja ¥ um espago com produto interno e 8, v vetores fixos em V. Mos-
trar que Ta = (a, By define um operador linear sdbre ¥. Mostrar que T
possui um adjunto e descrever T* explicitamente,

Suponthamos agora que ¥ seja C* com ¢ produto interno candnico,
B=(yi,.... ) € v = (x1,..., xa). Qual é o elemento j, k da matriz
de T em relagio 4 base ordenada candnica? Qual é o pOsto desta matriz?

6. Mostrar que o produto de dois operadores auto-adjuntos é auto-adjunto
se, e sbmente se, os dois operadores comutam.

7. Seja ¥V o espago vetorial dos polindmios sGbre R de grau menor ou
igual & 3, com o produto interno

. 8) = ﬁ,‘ feoyds.

Se ¢ é um mimero real, determinar o polinémio g, em ¥V tal qué (f,g) ={ fB)
para todo fem V.

8. Seja V' o espago com produto interno do Exercicio 7 e seja D operador
derivagio sObre V. Determinar D*,

9. Seja V' um espage de dimensdo finita com produto interno e 7 um ope-
rador linear sGbre ¥. Mostrar que a imagem de T* € o suplementar orto-
gonal do niicleo de T

10. Seja ¥ o espago das n X # matrizes sdbre o corpo dos niimeros com-
plexos, com o produto interno (A, B) = tr (AB*). Seja P uma matriz in-
verstvel fixa em V e seja T» 0 operador linear sdbre V definido por Th(A) =
= P-14P. Determinar o adjunto de 7p.
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11. Seja ¥ um espago de dimens#&o finita com produto interno e seja E um
operador linear idempotente sdbre V, isto €, E? = E. Demonstrar que E
& auto-adjunto se, e sdbmente se, EE* — E*E.

12, Seja ¥ um espago complexo de dimensdo finita com produto interno
e seja T um operador linear sobre V. Demonstrar que 7 € auto-adjunto
se, e somente se, (7a, a) € real para todo « em V.

8.4 Operadores Positivos

Seja ¥V um espago com produto interno e seja 7 um operador
linear sGbre V. Seja p a fungio definida s6bre os pares ordenados
de vetores a, 8 em V por

P(a, B) = (Ta, B)‘

Estamos interessados em obter condigGes necessdrias e suficientes
que T precisa satisfazer para p ser um produto interno. Certamente
Pla, B) € linear como uma fungfio de «, portanto o que precisamos
fazer é traduzir as propriedades

P(a, ﬁ) = p(ﬂs a)
Pla, a) >0, para a = 0

em afirmacg&es sﬁbre T.Ora, pla, B8) = (Ta, B) e p(B,a) = (I8, a) =
= (o, TH). Como pla, a) = (Ta, a), vemos que a fungiio p é um
produto interrio se, e sdmente se, 0 operador linear T satisfaz

. (Ta! ﬁ) = (aa TB)
(8-14) (Ta, @) >0 se a 5 0.

A primeira condigio diz que T é auto-adjunto, Um operador linear
T que satisfaz as condigdes (8-14) € dito positivo. O que acabamos
de observar pode ser reformulado como segue: O operador linear
T € positivo, se, € sdbmente se, a fungio p definida por p(a, 8) =
= (Ta, 8) ¢ um produto interno.

Desejamos agora mostrar que, no caso de dimensdo finita,
todo produto interno sdbre ¥ € do tipo hd pouco descrito.

Teorema 9. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno (,). Se p é um produto interno arbitrdrip sébre V, existe um
tnico operador linear positivo T sobre V tal que pla, 8) = (Ta, 8)
para quaisquer «, 8 em V.

Demonstraclio. Fixemos um vetor 8 em V. Entdo pla, 8) € uma
funclio linear de o. Pelo Teorema 5 existe um tinico vetor 8’ em V
tal que p(a, 8) = (a, 8') para todo a. Definamos uma fungio T de
Vem V por T8 = B'. Em vista da maneira como T é definida, te-
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mos p(a, 8) = (a, T8) para todos o, 8 em V. Temos também p(a, §) =
= (a, T8) = p(B, @) = (8, Ta) = (T, B) para quaisquer o, § em
V. Para mostrar que T ¢ linear, observemos que

(T(ca+ B)v) =plca+ 8,7
= cple, v) + p(B, v)
= C(Tas T) + (Tﬂ: 7)
- (CTa + Tﬁ) 7)

para todos a, 8, v em V e todos escalares ¢. Logo, T(ca + B) =
= ¢Ta 4+ T8. Entfo, demonstraremos a existéncia de um operador
linear T tal que p(a, 8) = (T, B). E claro que T é positivo, pois p
¢ um produto interno. Precisamos mostrar que 7T € tnico. Suponha-
mos que pla, 8) = (U, ). Entdo

(Ta, 8) = (Ue, 8), ou (T — Ua, f) = 0

para todos « e 8. Para « fixo, o vetor Ta — Ua € ortogonal a todo
o espago V e é portanto o vetor nulo; logo Ta = Uax para todo a.

Sabemos agora que todos os produtos internos s8bre um es-
paco de V¥ de dimenséo finita com produto interno podem ser des-
critos em térmos dos operadores lineares positivos sdbre ¥, Passa-
mos entdo a estudar os operadores lineares positivos de modo a tor-
nar mais significativa nossa descrigdo de produtos internos. Alguns
déstes resultados deverdo tornar claras as razdes para o nome “‘ope-
rador positivo”,

Teorema 10. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno e T um operador linear sébre V. Entdo T é positivo se, e so-
mente se, existe um operador linear inversivel U sébre V tal que
T = U*U.

Demonstragio. Suponhamos que T = U*U, onde U € operador
linear inversivel sébre V. Entdo T* = (U*U)* = U*U =T, de
modo que T € auto-adjunto. Alédm disso, (Ta,e) = (U*Un, a) =
= (Ua, Ua) > 0. Ora, U ¢ inversivel; portanto se a # 0 temos
Ua # 0 e (Ta, &) > 0. Entdo T € positivo.

Suponhamos agora que T seja positivo. Entdo pe, 8) = (Ta, 8)
¢ um produto interno sébre V. Seja {ou,..., @y} uma base de V
que seja ortonormal em relagdo ao produto interno (,) e seja
{B1,..., 8=} uma base ortonormal em relagio a p. Entio

pBjs Be) = i = (o, o).
Se’ja agora U o inico operador linear sGbre V tal que UB; = «;,
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J=1,..., n Por levar uma base em outra base U £ inversivel.
Temos

p(ﬁfs Bk) = (Uﬁjs U.Bk) = (afs ak)'
Sejam o = Z x,;8; ¢ § = Z y;B; vetores arbitrdrios em V. Entdo

pla, 8) = p(Z} x;8,, E YiBe)
x,ykp(B,, Bx)
; xiy(UBj, UBk)
= (3 x;UB;, E yiUBy)

= (Ua, UB).

Pela definigdo de p temos (Te, B) = (Ua, UB) = (U*Ua, B) para
todos o, 8 em V. Assim, T = U*U.

Se considerarmos a operagao de conjugagio como sendo and-
loga 2 conjugagao sGbre nmimeros complexos veremos que “Opera-
dor posmvo € mais ou menos anilogo a “mimero positivo”, De
fato, um nimero complexo z € positivo se, e sdmente se, é da forma
z = ww para algum nimero complexo ndo-nulo w,

interessante o fato de que num espago complexo com produto
interno, a condigdo T = T* pode ser retirada da defini¢io de um
operador linear positivo. Em outras palavras, se (Te, «) > 0 para
a # 0, entdo T € necessariamente auto-adjunto. Isto decorre do
lema seguinte:

Lema. Seja V um espaco complexo com produto interno e T um
operador linear sébre V. Se (Ta, a) € real para todo a em V, entio
T ¢ auto-adjunto,

Demonstracdo. Sejam « e 8 vetores em V. Precisamos mostrar
quc (TO.’, B) = (a’ T.H) Ora

(T(@ + 8), a + B) = (Te, @) + (Ta, B) + (18, a) + (T8, B).

Como (T(ae + B), a« + 8), (Ta, a) ¢ (TB, B) sdo reais, 0 nimero
(Ta, 8) + (T8, a) € real. Usando o mesmo argumento para o« + i
em vez de a + 8, temos,

(T + iB), a + iB) = (To, @) — «Tex, B) + TB, o) + (T8, B)

€ entdo concluimos que ——i(Ta, 8) + i(T8, o) € real. Tendo conclui-
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do que dois nimeros sdo reais, igualamo-los aos seus complexos
conjugados e obtemos

(Te, B) + (T8, @) = (8, Ta) + (o, TB)
—'E(Ta’ B) + I(T.Bs a) = I(ﬂa Tﬂ!) - i(as TB)

Multiplicando a segunda equagio por i e somando o resultado 2
primeira equagdo, obtemos

ATa, B) = e, TP)-

Evidentemente, &ste lema € falso para um espago real com pro-
duto interno, onde (Ta, o) é real para qualquer T. Se T € auto-adjun-
to, entdo (Ta, a) € real porque (Te, o) = (o, Ta) = (Ta, o). Assim,
num espago complexo com produto interno, os operadores auto-adjun-
tos sdo caracterizados pelo fato de que (Ta, @) é real para todo o ¢
os operadores positivos pelo fato de que (Ta, a) € positivo para
todo a ndo-nulo.

A fim de obter informagdes mais detalhadas a respeito de ope-
radores lineares positivos, observemos a matriz de um tal operador
T em relagio a uma base ortonormal (ordenada) @ = {ay,...,an}.
Se 4 é a matriz de T em relagdo 4 base ordenada ®, a condi¢do
T = T* diz simplesmente que 4 = A*, ou seja, que Ajx = Aj
Lembramos ao leitor que isto usa, de modo fundamental, o fato
de ® ser ortonormal e o conseqiiente fato de que A; = (Tax, o).
A condigio (Ta, @) > 0 é ficilmente interpretada em térmos de
A Sea= X101 4+ ...+ Xacs

(Ta, o) = Zi( xiTaj, Z Xron)
J k
= 2 % Xjfk (Taj, a;,)
} ok
= 2 2 Aijjik-
;] ok

Portanto, vemos que T € positivo se, e sdmente se, sua matriz em
relacio & base ortonormal ® satisfaz

A= A*

(8-15)
Auxixe >0, se (x1,..., xa) # 0.

- M
- 1M

Definicfio. Seja A uma n X n matriz com elementos complexos.
Dizemos gque A ¢ positiva se vale o seguinte: Sempre que Xy, . .., X,
sdo nimeros complexos, ndo todos nulos, entao

Z 2 Aeixixe > 0.
;&
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Teorema 11. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno ¢ ® uma base ortonormal ordenada de V. Se T é um opera-
dor linear sébre V, entdo T € positivo se, e somente se, a matriz de
T em relacdo a esta base ordenada é positiva.

Demonstragdo. Na verdade definimos uma matriz positiva de
maneira tal que &ste teorema valesse. No entanto, existem alguns
pontos que decididamente requerem comentérios.

Primeiro, suponhamos que ¥V seja um espago complexo com
produto interno. Se A4 é a matriz de T em relagio a ®, a afirmaglio
de que A € positiva diz simplesmente que (Ta, @) > 0 para todo
a em V. Como uma conseqiindia do dltimo lema, observamos que
esta condigfo vale se, e sdmente se, T € positivo. Este é o argumento
completo para o caso complexo. Notemos que uma conseqiiéncia
disto € que uma matriz positiva ¢ automaticamente auto-adjunta.

Suponthamos agota que ¥ seja um espago real com produto
interno e seja A = [T]g. Precisamos mostrar que se A4 € positiva,
entio 7 € positivo e que se T é positivo, entdo A é positiva. Em
cada uma destas demonstragSes surge um ponto sutil, que niio ocor-
rera no caso complexo. Suponhamos que A4 seja positiva. Como es-
tamos em um espago real com produto interno, 4 é uma matriz
com elementos reais; contudo, a afirmago de que A € positiva
significa simplesmente que

(8-16) Z Z Aixixe >0
ik

para quaisquer nimeros complexos x,..., x, ndo todos nulos.
Como isto é valido em particular quando xi, ..., x. sio reais, o
argumento que conduziu a (8-15) mostra que (7a, &) > 0 para qual-
quer vetor ndo-nulo « em V. Mas num espago real com produto
interno, isto ndo implica necessariamente que T seja positivo. Pre-
cisamos mostrar também que T € auto-adjunto. E aqui que usamos
a hipétese de que (8-16) vale para todos os complexos xi, ..., x.
Esta hipétese mais forte implica que 4 é auto-adjunta e, portanto,
que T ¢é auto-adjunto.

Novamente para o caso real, suponhamos que T seja positivo.
Entdo nosso argumento que levou a (8-15) mostra que A é auto-
-adjunta e que (8-16) vale para mimeros reais arbitrérios x,, . . . s Xny
ndo todos nulos. Mas precisamos mostrar que (8-16) também vale
para xi, ..., xa complexos. Pelo Teorema 10, existe um operador
linear inversivel U sébre ¥V, tal que T = U*U. Se P ¢ a matriz de
U em relagio 4 base &, temos

A = P*P = P'P.
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. Ge X é uma n X | matriz complexa, entio
T 2 AuixiX, = X*AX = X*P*PX = (PX)*(PX).
I

Seja ¥ = PX.Se X # 0, entdo como P é inversfvel, Y £ 0 e entfio
Y*Y > 0. Logo, 4 € positiva,

Corolério. Se A é uma n X n matriz com elementos complexos,
entdo A é positiva se, e somente se, existe uma n X n matriz inver-
"stvel P tal que A = P*P. Se A ¢ positiva e possui elementos reais
entdo A = P'P onde P é uma n X n matriz inversivel com elementos
reais.

O restante desta segdo serd dedicado a obtengio de um teste
para a positividade de uma dada matriz. Praticamente por defini-
cdo, a n X n matriz A € positiva se, ¢ sdmente se,

(X, Y) = Y*AX

define um produto interno sdbre o espago das n X | matrizes s8-
bre C, isto &,

(8-17) (2} Xj¢5, ? yuer) = Zj Zx AjpxiY;

define um produto interno sdbre C*. O teste para a positividade
que vamos obter é baseado em duas observagdes.

(i) Se A é uma matriz positiva, entdo det 4 > 0.
(i) Se A € uma matriz positiva e 1 < k < n, a matriz

-All A12 . v on Au--

A2y A2 ... Az
(8-18) Av = | '

Air A ... Apx_

¢ uma k X k matriz positiva.
A afirmagdo (i) é demonstrada como segue: Se 4 € positiva
entio A = P*P para alguma n X n matriz inversivel P. Assim,

det A = det (P*P) = det (P*) det (P) = (det P) det P > 0.

A afirmagdo (il) decorre desta observacgido: Suponhamos que ¥V
seja um espago vetorial de dimensio finita e que (, ) seja um pro-
duto interno sobre V. Se {ay,..., an} € uma base arbitrdria de V,
a matriz do produto interno em relagio a esta base € uma matriz
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positiva. Observamos éste fato na primeira segio déste capitulo,
Lembramos ao leitor que a matriz G do produto interno (,) em
relagio a base {ai,..., a.} € definida por

Gj = (aks a.f)'

Esta matriz é positiva simplesmente porque

(Z xjoj, Z yuar) = 2 Z GriX;Vu
3 P P

e entdo [X, Y] = Y*GX ¢ um produto interno sdbre o espago das
n X 1 matrizes. Suponhamos agora que nos seja dada uma n X »
matriz positiva 4. Se 1 < k£ < n, seja W, o subespago de C* gera-
do por e, e, ..., & Ora, (8-17) define um produto interno (, )
sbbre C”, Se restringirmos &ste produto interno ao subespago W,
obteremos um produto interno sdbre W, cuja matriz em relagio 2
base {e1,..., ¢} serd A

Ajx = (e, €).

O que as observagdes (i) e (ii) nos dizem € que, se 4 é uma ma-
triz positiva, entiio det A® > Qparak = 1,...,n:

A >0, A1 Az — A1aAa >0, ...,detA > 0.

Para matrizes auto-adjuntas, vale a reciproca.

Definiglio. Seja A wma n X n matriz. Os menores principais
de A sdo os n escalares definidos por

—An Alk_
det A® = det| . . , k=1,...,n
__A“ . e Akk__

Teorema 12. Seja A uma n X n matriz sébre o corpo dos nime-
ros complexos e suponhamos que A seja auto-adjunta (hermitiana).
Entdo A € positiva se, e somente se, os menores principais de A sdo
todos positivos.

Demonstracdo. Acabamos de observar que s 4 é uma matriz
positiva, os menores principais de 4 sio niimeros positivos.

Suponhamos agora que A4 seja auto-adjunta e que det A > 0
para k = 1,...,n. Demonstraremos que A € positiva. Seja (, ) a
fung@o definida sGbre os pares ordenados de vetores em C" por (8-17).
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" Certamente {ca + B8,7v) = clav) + (8, v); ¢, como estamos su-
pondo que A ¢ auto-adjunta, temos (8, a) = (a, 8).

Demonstraremos que A é positiva, por inducdo sbbre n. No-
temos primeiro que uma 1 X 1 matriz auto-adjunta com menores
principais positivos € positiva. Suponhamos que o resultado seja ver-
dadeiro para (n — 1) X (n — 1) matrizes e seja A uma » X n ma-
triz auto-adjunta com menores principais positivos. Seja

Ai;

¢ =¢— €, 25j< n
Ay
A divisdo por A; ndo causa complicagdes porque A1 > 0. Entdo
® = {e, €2,...,¢} € uma base ordenada de C". Usando o fato

de que Ajk = ('Eks éj) € que (Ba {I) = (l'.'.!, 6)3 obtém-se (E_;s El) = (511
¢) = 0 para j > 2. Se indicarmos por A’ a matriz de (, ) em re-
lagio & base ®', veremos entdo que

A, O 0 ... O

0 A22 A;,;:; . Aﬁn
A; = + . . .

6 1.4:;2 1'4“3 [ t&!{n_

De fato, se j > 2 e k > 2, temos por defini¢io
Afx = (& €)

Ayi
= A;k - 2; 71
Esta relagiio também é valida para j = 1 e k > 2. Assim, temos

A;=Ak—§‘—"A1, 2< k< n
11

onde A, & a k-ésima coluna de A’, 4, € a k-ésima colunade 4 e 4,
¢ a primeira coluna de A. Em outras palavras, subtraindo das ou-
tras colunas multiplos convenientes da primeira coluna de A4, obte-
mos a matriz
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TR . 00T
Ay Ase ... A5,

! '
_,Anl An2 O nn

Podemos obter A’ a partir desta matriz subtraindo das outras linhas
miiltiplos convenientes da primeira linha. O fato crucial agora é
observar que os menores principais ndo sdo alterados por éstas ope-
ragBes elementares s8bre colunas ¢linhas. Assim, 4 e 4’ possuem os
mesmos menores principais. Como &sses menores $3o positivos

K.

Ay det| " >0, k=2,...,n

Ak ... Al

Dividindo por A;;, concluimos que os menores principais da
(n — 1) X (n — 1) matriz

—A§2‘ . s o AEB_ .

(Al ... Al
5§0 todos positivos. Ora, B também é auto-adjunta, porque para
JZ22ek >2

Al = (', &) = (¢}, ) = Al;.
Pela hipétese de indugio, B € uma matriz positiva. Como

n ”

Z ZAixiXe = Aulx|? + 2 2 ALixE

J ok kw2 im2
entio ¢ evidente que A é uma matriz positiva. Mas 4’ ¢ a matriz de
(', ) em reldgiio A base ordenada {¢, e, . .. e} € entdo (,) deve
ser um produto interno. Assim, 4 é positiva.

Resumindo, se 4 € uma n X n matriz sbre o corpo dos nime-

meros complexos, as seguintes afirmagdes sio equivalentes:
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(i) A é positiva, isto €, T Z Ax;x;X, > 0 sempre que x(,...,X»
ik

7
sfo nimeros complexos, ndo todos nulos.
(i) (X,Y)= Y*4X € um produto interno sbbre o espago
das n X 1 matrizes complexas.

(iii) Em relagio ao produto interno candnico (X, Y¥) = Y*X
s8bre n X 1 matrizes, o operador linear X — AX é positivo.

(ivy A = P*P paraalguma n X n matriz inversivel P sdbre C.

(v) A = A*, ¢ os menores principais de A sdo positivos.
Se todo elemento de A € real, estas sdo equivalentes a:

(vi) A4 = A'e Z Z Agx;xe > 0 sempre que xi, ..., X sdo

S R
nimeros reais n&o todos nulos.

(vi) (X, ¥Y) = Y'AX é um produto interno sébre o espago
das » X 1 matrizes reais.

(viii) Em relagio ac produto interno candnico (X, ¥) = Y'X
sdbre n X 1 matrizes reais, o operador linear X— AX ¢é positivo.

(ix) Existe uma n X n matriz inversivel P, com elementos
reais, tal que 4 = P‘P.

Exercicios

1. Seja V¥ igual a C3, com o produto interno candnico. Para que vetores
o em ¥ existe wn operador linear positivo 7 tal que a = Ta?
2. Suponhamos que V seja R?, com o produto interno candnico. Se ¢ €
um mimero real, seja 7 o operador linear “rotagio de angulo ¢

Tolxy, x1) = (x1 cOs § — x, sen 8, x, sen 6 + x, cos ).

Para que valores de @ se tem 73 um operador positivo?
"N

3. Seja V o espogo das n X 1 matrizes sObre C, com o produto interno
(X, Y) = Y*GX (onde G € uma n X n matriz tal que isto seja um produto
interno). Seja 4 uma n X n matriz ¢ T o operador linear T(X)} = AX. De-
terminar 7*. Se Y é um elemento fixo de V, encontrar o elemento Z de ¥
que determina o funcional linear X — Y*X. Em outras paldvras, encontrar
Z tal que Y*Z = (X, Z) para toda X em V.

4. Seja ¥ um espago de djmensio finita com produto interno. Se T e V séo
operadores lineares positivos sdbre V, demonstrar que (7 + L) é posi-
tivo. Dar um exemplo que mostre que 7U nfio é necessariamente positivo.

5. Seja
[l
7

]
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(a) Mostrar que A ¢é positiva.
(b) Seja V' o espago das 2 X [ matrizes reais, com o produto interno
(X, Y) = Y'4X. Determinar uma base ortonormal de ¥, aplicando o pro-

cesso de Gram-Schmidt & base { X,, X,} definida por

n-lf) x-[

(¢) Determinar uma 2 X 2 matriz real P tal que 4 = P'P.
6. Quais das matrizes sio positivas?

[12] [1 1+i] > 1
3 4 1—i 3 T

7. Dar um exemplo de uma » X n matrizes cujos menores principais se-
jam todos positivos, mas que nfio seja matriz positiva,

8. Verificar se ((x1, x2), (V1s ¥2)) = X1 ¥ + 25,7, + 2x,¥: + x.y, define
um produto interno sdbre C2,

9. Demonstrar que todo elemento da diagonal principal de uma matriz po-
sitiva € positivo. ‘

10. Seja ¥V um espago de dimensdo finita com produto interno. Se T e U
séio operadores lineares sdbre V', coloquemos 7' < U s¢e U — T é um ope-
rador. positivo, Demonstrar o seguinte:

(a) E impossivel que T< Ue UL T.
(b) Se T< Ue U< S, entiio T< S.
(€) Se T<< Ue 0< §, nio € necessdrio que ST < SU.

11. Seja ¥V um espago de dimensdo finita com produto interno e E a pro-
jecdio ortogonal de V sdbre algum subespaco.

(a) Demonstrar que, para todo nimero positivo arbitrdrio ¢, o opera-
dor cf + E é positivo,

(b) Exprimir em térmos de £ um operador linear auto-adjunto T tal
que T* = | 4 E,

12. Seja 1 um inteiro positivo e 4 & n X n matriz

G M
LI RNty
g Rl L L

EE 1 17
2 3 n
Lo !

2 3 4 n+ 1
A= L] - -
A R U O

7 n4+1 n+2 2n— 1 _|

Demonstrar que A4 & positiva.

13, Seja 4 uma » X n matriz auto-adjunta. Demonstrar que existe um
nimero real ¢ tal que a matriz ¢ + A seja positiva.

14. Demonstrar que o produto de dois operadores lineares é positivo se,
e sOmente se, dles comutarn.
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8.5 Operadores Unitarios

Nesta se¢io, vamos considerar o conceito de um isomorfismo
entre dois espagos com produto interno. Se ¥ ¢ W sdo espagos ve-
toriais, um isomorfismo de ¥ em W é uma transformagéo linear bi-
jetora de ¥ em W, isto é, uma correspondéncia bijetora entre os ele-
- mentos de V e os de W, a qual ‘“‘conserva’ as operagdes de espago
vetorial. Ora, um espago com produto interno consiste de um espa-
¢o vetorial e um produto interno especificado sGbre aquéle espago.
“Assim, quando V e W sdo espago com produto interno, exigiremos
que um isomorfismo de ¥ em W nio s conserve as operagoes li-
neares, mas também conserve produtos internos. Um isomorfismo
de um espago com produto interno em si mesmo € denominado um

“operador unitidrio” sbbre aquéle espago. Consideraremos vérios
exemplos de operadores unitdrios e estabeleceremos suas proprieda-
des fundamentais.

Definicdio. Sejam V ¢ W espacos com produto interno sébre o
mesmo corpo e seja T uma transformacdo linear de V em W, Dize-
mos que T conserva produtos internos se (Ta, T8) = (a, 8) para to-
dos a, 8 em V. Um isomorfismo de V em W & um isomorfismo T de es-
paco vetorial de V em W que tambem conserva produtos internos.

Se T conserva produtos internos, entio {[Taj| = ||a||, portanto
T €, necessariamente, ndo-singular. Assim, um isomorfismo de ¥ em
W pode também ser definido como uma transformagio linear de V
em W que conserva produtos internos. Se 7' € um isomorfismo de V
em W, entdo TP! é um isomorfismo de W em V; logo, quando um
tal T existir, diremos simplesmente que ¥ e W s&o isomorfos. E cla-
ro que o isomorfismo de espagos com produto interno € uma rela-
lagio de equivaléncia.

Teorema 13. Sejam V ¢ W espagos de dimensdo finita com pro
duto interno sobre o mesmo corpo, que tenham a mesma dimensdo
Se T € uma transformagdo linear de V em W, as seguintes afirmagdes
sdo equivalentes:

(i) T conserva produtos internos.

(ii) T é um isomorfismo (de espago com produto interno).

(iii) T leva téda base ortonormal de V em wma base ortonor
mal de W. |

(iv) T leva alguma base ortonormal de V¥ em alguma base orto-
normal de W, |
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Demonstragdo. (i) — (ii) Se T conserva produtos internos, entdo
| Ta|] = |la|| para todo « em V. Assim, T € n3o-singular e como
dim V = dim W, sabemos que T é um isomorfismo de espago ve-
torial.

(ii) — (iii) Suponhamos que T seja um isomorfismo. Seja {a, . . .,

.y @n } Uma base ortonormal de V. Como T é um isomorfismo de
espago vetorial e dim W = dim ¥, decorre que {Tay, ..., Tt}
€ uma base de W. Como T conserva também produtos internos,
(Taj, Tax) = (aj, ar) = &

(iii) — (iv) N#o requer comentérios.

(iv) — (i) Seja {a, ..., @.} uma base ortonormal de ¥ tal que
fai, ..., Ta.} seja uma base ortonormal de W. Entio

(Ta;, Tou) = (o), ar) = &

Para todos @ = x1a1 + ... + Xsan € 8= yiar + ... 4+ Yuvn em
V, temos

(o, B) = E nyJ

j-

(Te, T8) = (2 x,Taj, = yaTaus)
A &

= X Z xpp(Ta;, Toaw)
ik

n
= Z X;);
jm1

logo T conserva produtos internos.

Coroldrio. Sejam V e W espagos de dimensdo finita como produto
interno sébre o mesmo corpo. Entdo V e W sdo isomorfos se, e 50-
mente se, fem a mesma dimensdo.

Demonstracdo. Se {ay, ...,a.} é uma base ortonormal de V e
{81, ..., Bz} éuma base ortonormal de W, seja T a transformagio
linear de ¥ em W definida por Ta; = 8;. Entdo T é um isomorfismo
de V em W.

Exemplo 17. Se ¥ € um espago n-diniznsional com produto in-
terno, entiio tdda base ortonormal ordenada & = {e, ..., a.} de-
termina um isomorfismo de ¥ em F* com o produto interno cand-
nico. O isomorfismo é simplesmente

Txien 4+ .o + Xpan) = (X1, ..., Xn).
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Existe o isomorfismo, superficialmente diferente, determinado por
®, de ¥ no espaco das n X 1 matrizes com (X, ¥Y) = Y*X como
produto interno. O isomorfismo ¢é

a — {alg

isto é, a transformagdo que leva @ na matriz de suas coordenadas
‘em relagio 4 base ordenada ®, Para qualquer base ordenada @,
#ste ¢ um isomorfismo de espago vetorial; no entanto, &le € um iso-
morfismo dos dois espagos com produto interno se, e sdmente se,
® & ortonormal,

Exemplo 18. Eis um isomorfismo um pouco menos superficial.
Seju W o espago das 3- X 3 matrizes 4 s8bre R que sejam anti-simé-
tricas, 1sto é, A' = —A. Vamos equipar W com o produto interno
(4, B) = } tr (AB"), sendo o ; colocado por convenidncia. Seja V
0 espago R3 com o produto interno candnico. Seja T a transforma-
clo linear de V em W definida por

0 —x;3 Xa
T(x1, x2, X3) = X3 0 —x |-

——X2 X1 0

Entio T leva V sdbre W, ¢ colocando

T 0 —x3 X2 0 —y3 Y2
A= X3 0 —x;1| B= ¥y3 0 —»m

_—X2 X1 0 )2 N 0

temos

te (ABY) = xsy3 + Xxap2 + Xxsyz + X2y2 + X0
= 20x1y; + x2y2 4+ x3y3).

Assim, (a, 8) = (Ta, T8) ¢ T € um isoformismo de espago vetorial.
Notemos que T leva a base candnica {e, ez, e3 } na base ortonormal
formada pelas trés matrizes
0 —1 0
I 0 0]-

00 O 000
0 0 —1 0 00
01 0 —1 0 0] |[O OO0

Exemplo 19. Nem sempre é particularmente conveniente descre-
ver um isomorfismo em térmos de bases ortonormais. Por exemiplo,
seja G uma n X n matriz positiva, isto é, uma matriz auto-adjunta
(hermitiana) com os menores principais positivos. Seja V o espago
das n X | matrizes complexas, com o produto interno [X, Y] =
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= Y*GX. Seja W o mesmo espago vetorial, com o produto interno
candnico (X, Y) = Y*X. Sabemos que V e W sdo espagos com pro-
duto interno que sdo isomorfos. Deveria parecer que a maneira
mais conveniente de descrever um isomorfismo entre ¥ e Wsejaa
seguinte: Como G ¢ positiva, existe uma n X n matriz inversivel
P tal que G = P*P. Seja T a transformagio linear de V em W defi-
nida por T(X) = PX. Entdo

(TX, TY) = (PX, PY)
= (PY) * (PX)
Y*P*PX
= Y*GX
= [X, Y].

Logo, T' € um isomorfismo.

Exemplo 20. Seja V o espago das fungdes continuas, definidas
sdbre o intervalo unitdrio, 0 < ¢ < | e tomando valores reais, com
o produto interno

(f.8) = j;lf(t)g(t)tzdt.

Seja W o mesmo espago vetorial com o produto interno

(f,8) = [, fogtopa.
Seja T a transformagdo linear de ¥ em W dada por

(TH (1) = H(©).

Entio (Tf, Tg) = [f, gl, portanto T conserva produtos internos; con-
tudo, T ndo € um isomorfismo de ¥ em W, porque a imagem de T
nio € todo o espago W. Evidentemente, isto ocorre porque o espago
vetorial subjacente ndo € de dimensio finita.

Teorema 14. Sejam V ¢ W espacos com produto interno sébre o
mesmo corpo e sefa T uma transformacéo linear de V em W. Entdo,
T conserva produtos internos se, e somente se, ||Ta|| = ||a}| para
todo a em V,

Demonstracdo. Se T conserva produtos internos, T “‘conserva
normas”. Suponhamos que ||Ta|| = [|a|| para todo a« em V. Entdo
’Ta||? = ||al|2. Usando agora a identidade de polarizagio conveni-
ente, (8-3) ou (8-4) e o fato de que T ¢ linear, obtém-se facilmente
(o, 8) = (T, TB) para quaisquer a, 8 em V.
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Definicio. Um operador umitirio sébre um espago com produto

interno é um isomorfismo do espago em si mesmo.

O produto de dois operadores unitdrios € unitdrio. De fato,
se U; e Us sdo unitdrios, entdo UzU; € inversivel e ||UsUhal| =
= |[Ujall = ||a|| para todo a. Além disso, o inverso de um ope-
- rador unitdrio € unitdrio, pois ||Ue|l = ||la|} diz que {|U™'8|| =
= {|8l|, onde 8 = Ua. Como o operador idéntico € dbviamente uni-
tdrio, vemos que o conjunto dos operadores unitarios s6bre um es-
pago com produto interno € um grupo, com a operagao de com-
pOsigao.

Se V é um espago de dimensdo finita com produto interno ¢ U
€ um operador linear sdbre V, o Teorema 13 nos diz que U € uni-
tirio se, e somente se, (Ua, US) = (a, 8) para todos a, 8 em V: cu
seja, se, € sdmente se, para alguma (t6da) base ortonormal {a, ...,
..., a.} é verdade que {Uai, ..., Ua.} é uma base ortonormal.

Teorema 15. Seja U um operador linear sébre um espago V com
produto interno. Entdo U é unitdrio se, e somente se, o adjunto U*
de U existe e UU* = U*U = 1,

Demonstra¢do. Suponhamos que U seja unitario. Entdo U €
inversivel ¢

(Ua, B) = (Uay UUT1B) = (a, U™1H)

para todos a, 8. Logo, U~! € o adjunto de U.

Reciprocamente, suponhamos que U exista e UU* = U*U =
= [, Entdo U é inversivel, com U~! = U*, Portanto, basta mostrar
que U conserva produtos internos. Temos

(Uer, UB) = (e, U*UB)
= (a, I6)
= (a, 8)
para todos a, 8.

Exemplo 21. Seja V o espago das n X 1 matrizes sdbre C, com
o produto interno (X, ¥) = ¥*X. Seja A uma n X n matriz sGbre
C e seja U o operador linear definido por U(X) = AX. Entao

(UX, UY) = (AX, AY) = Y*A*AX
para tddas X, Y, Logo, U € unitdrio se, e sOmente se, A*4 = I

Definicio. Uma n X 'n matriz complexa A é dita unitiria se
A*A =1
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Teorema 16. Seja V um espago de dimensdo finita com produto
interno e seja U um operador linear sébre V. Entdo U € unitdrio se,
e sOomente se, a matriz de U em relagdo q alguma (téda) base orto-
normal ordenada é uma matriz unitdria,

Demonstracdo. A esta altura, isto nio € bem um teorema e sé
o enunciamos por questdo de énfase. Se 8 = {a;, ..., ax} € uma
base ortonormal ordenada de V e 4 é a matriz de U em reldgio a
®, entdo A*4 = I se, ¢ somente se, U*U = I. O resultado decorre
do Teorema 135.

Seja 4 uma n X n matriz. A afirmagio de que A € unitdria
diz simplesmente

(A*A)jp = p
ou
2 ArjArk o= ajk.

rwl

Em outras palavras, diz que as colunas de 4 formam um conjunto
ortonormal de matrizes-colunas, usando o produto interno can8nico
(X, Y) = Y*X, Como A*A = I se, e sdOmente se, 44* = I vemos
que A ¢ unitdria exatamente quando as linhas de A constituem um
conjunto ortonormal de n-uplas em C* (com o produto interno ca-
ndnico). Portanto, usando produtos internos candnicos, A é uni-
taria se, e sOmente se, as linhas (colunas) de A sdo ortonormais.
Vé-se aqui um exemplo da férga do teorema que afirma que uma
inversa unilateral de uma matriz é, na verdade, uma inversa bila-
teral. Aplicando &ste teorema como fizemos acima, digamos, 4 ma-
trizes reais, temos o seguinte: Suponhamos que exista uma tabela
quadrada de numeros reais tal que a soma dos quadrados dos ele-
mentos de cada linha seja 1 e tal que linhas distintas sejam ortogo-
nais. Entdo a soma dos quadrados dos elementos de cada coluna é
1 e colunas distintas sdo ortogonais. Basta escrever a demonstra-
¢do déste fato para uma tabela 3 X 3, sem usar nenhum conheci-
mento sObre matrizes, para se ficar razoavelmente impressionado.

Definicdo. Uma n X n matriz A, real ou complexa, é dita orto-
gonal se AtA = I,

Uma matriz ortogonal real € unitdria; uma matriz unitaria ¢
ortogonal se, e sbmente s¢, cada um dos seus elementos ¢é real.

Exemplo 22. Vejamos alguns exemplos de matrizes unitdrias e
ortogonais.
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(a) Uma 1 X 1 matriz [c} é ortogonal se, e sdmente se, c= + 1
e é unitiria se, e sdmente se, cc = 1. A iltima condigdo significa
(€ claro) que |c| = 1, ou seja, ¢ = €%, com # real.

(b) Seja
a b
4 = [c d]'
Entdo A é ortogonal se, ¢ sdmente se,
1 d —-—b]
t = 41 = N .
A 4 ad — be [—c a

O determinante de qualquer matriz ortogonal, como se pode ver
facilmente, é + 1. Assim A é ortogonal se, e sdmente se,

a b

4= [—b a]°
a b

1=

onde a? + b% = 1. Os dois casos sdo distinguidos pelo valor de
det A.

(c) As bem conhecidas relagdes entre as fungdes trigonométricas
mostram que a matriz

Ay = [cos f§ —sen @

ou

sen # cos @

é ortogonal. Se 8 € um nimero real, entdo 4, ¢ a matriz, em relagdo
4 bas¢ ordenada candnica de RZ, do operador linear U,, que € a
rotagdo do &ngulo #. A afirmagio de que A, € uma matriz ortogo-
nal reai (logo unitdria) significa simplesmente que Us € um operador
unitdrio, isto €, conserva produtos escalares.

(d) Seja
[a b].
A=]¢c d

Entdo 4 é unitdaria se, e sOmente se,

[5 &l = s < o)
b dl ~ ad — bc |l—c a



278 _ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

O determinante de uma matriz unitdria tem valor absoluto 1 e €
portanto um namero complexo da forma e®, @ real. Assim, A4 &
unitria se, e sdmente se,

A_[a_ b]_[l 0] ab]

T Ll—e" ea) T {0 e® —b a

onde 6 € um nimero real ¢ a, b sdo niimeros complexos tais que

af? + [b]* = 1. :
Consideremos agora abreviadamente uma mudanga de coorde-

nadas em um espago com produto interno. Supenhamos que V se-

ja um espago de dimensdio finita com produto interno e que & =

= {ai,...,on} e ® = {ai, ..., a.} sejam duas bases orronormais

ordenadas de V. Existe uma {inica n X # matriz P (necessariamente

inversivel) tal que

[alg’ = P! [a]g

para todo o em V. Se U € o bem determinado operador linear sdbre
V definido por Ua; = of, entdo P é a matriz de U em relagiio &
base ordenada X:

n
ay = 2 Pia;.
im=1
como ® e ® sdo bases ortonormais, U é um operador unitario ¢ P
¢ uma matriz unitdria. Se T é um operador linear arbitrério sébre
V, entdo '

[Tlgr = P~ T)gP = PMTIgP.

Defini¢do. Sejam A e B n X n matrizes complexas. Dizemos
que B ¢ unitariamente equivalente a A se existe uma n X n matriz
unitdria P tal que B = P*AP. Dizemos que B ¢ ortogonalmente equi-
valente ¢ A se existe uman X n matriz ortogonal P tal que B = P*AP.

Com essa definigdo, 0 que observamos acima pode ser enun-
ciado como segue: Se & e ®' sio duas bases ortonormais ordenadas
de V, para todo operador linear T sdbre V, a matriz [T)®’ é uniti-
riamente equivalente 4 matriz [T]g. No caso de ¥ ser um espago
real com produto interno, estas matrizes sdo ortogonalmente equi-
valentes, através de uma matriz ortogonal real.

Exercicios

1. Determinar uma matriz unitdria que néo seja ortogonal e determinar
uma matriz ortogonal que ndo seja unitdria. '
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2. Seja ¥ o espago das # X n matrizes complexas com o produto interno
(A, B) = tr (AB*). Para cada M em ¥V, seja Ty o operador linear definido
por Tu(4) = MA. Mostrar que Ty ¢ unitario se, ¢ somente se, M ¢é uma
matriz unitdria.

3. Seja V o conjunto dos niimeros complexos, considerado como um es-
paco vetorial real.

(a) Mostrar que (a, §) = Re (af) define um produto interno sdbre

(b) Exibir um isomorfismo (de espago com produto interno} de V¥ em
R com ¢ produto interno candnico.

(c) Para cada v em V, seja M, o operador linear sbre V' definido por
M (a) = va. Mostrar que (M,)* = M5,

(d) Para quais numercs complexos vy se tem My auto-adjunto?

(e) Para quais v, M, ¢ unitario”?

(f) Para quais v, M, € positivo?

(g) Qual é o det(M.,)?

(h) Determinar a matriz de M, em relagio a base {1,i.}

(i) Se T ¢ um operador linear sdbre ¥, encontrar condigdes necessa-
rias e suficientes para que 7 seja um M.,

(j) Encontrar um operador unitdrio sdbre V que ndo seja um M.,

4. Seja V o espago R3*, com o produto interno candnico. Se U é um ope-
rador unitdrio s6bre V, mostrar que a matriz de U em relagio a base orde-
nada candnica €

cos § —sen § ou cos @ sen #
sen @ cos ¢ sen 4 —<os 8

para algum 8, 0 < ¢ < 2. Seja Uy o operador linear correspondente a pri-
meira matriz, isto é, Us é uma rotagdo de um Angulo 8. Agora é possivel
convencer-se de que todo operador unitirio sGbre V' € uma rotagao ou uma
reflexio em relagio ao eixo 8, seguida de uma rotagdo.

(a) O que é UsUsp?

(b) Mostrar que U*p = U-a.

(c) Seja ¢ um numero real fixo e ® = {al, o } a base ortecnormal obti-
da girando {e:, «.} de um angulo ¢, isto ¢, a; = Uye,. Se § € um outro
niimero real, qual € a matriz de Uy em relagio a base ordenada ®?

5. Seja ¥ o espago R3, com o produto intetno candnico. Seja W o plano
gerado por a = (I, 1, 1) e 8 = (1, 1, —2). Seja U o operador linear de-
finido geometricamente como segue: U é uma rotagdo de um angulo @,
em tdrno de uma reta que passa pela origem e € ortogonal a W, Existem
na verdade duas tais rotaches: tome-se¢ uma delas. Determinar a matriz
de U em relagio 4 base ordenada candnica. (Eis um modo possivel de se
proceder: Determinar a, € a, que formem uma base ortonormal de W. Seja
o, um vetor de norma 1, ortogonat a W. Determinar a matriz de U em re-

lagio & base {ay, a;, o, }. Efetuar uma mudanga de base.)

6. Seja ¥ um espaco de dimensio finita com preduto interno € seja W um
subespaco de V. Entio ¥V = W @ W1 isto é, cada o em V pode ser expres-
so de um tnico modo sob a forma o« = 8 + v, com g em W ey em Wi,
Definamos um operador linear U por Ua = 8 — .

(a) Demonstrar que U € auto-adjunto e unitdrio.
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(b) Se V é R: com o produto interno ¢andnico e W é o subespago ge-
radcg por (1, 0, I), encontrar a matriz de U em relagio & base ordenada
canfnica.

1. Seia ¥ um espago complexo com produto interno e 7 um operador li-
near auto-adjunfo sobre ¥V, Mostrar que

(a) llee 4 iTa|| = lla — iTal| para todo a em V.

(b) @ + iTe = 8 4+ iTB se, e sdomente se, « = 8,

(¢) I + iT é ndo-singular _

{(d) I — iT é ndo-singular,

(e) Suponhamos que JV seja de dimensdo finita; denonstrar que
U = (I —iTX} + iTYy™' € um operador unitario; U é denominadc a trans-
?Emmda de Cayley de 7. Num certo sentido, U = f(T), orde fix) = (¢~ ix)

1 4 ix). '

8. S¢ 0 é um nuimero real, demonstrar que as matrizes seguintes sdo uni-
tariamente equivalentes,

cos # —sen @ eld 0
sen @ cos 8 Q ey’

9. Seja ¥ um espago de dimensio finita com produto interno € T um ope-
rador linear positivo sdbre ¥. Seja pr 0 produio interno sbbre V' definido
por pr(a, 8) = (Ta, 8). Seja U um operador linear sdbre ¥ e U/* 0 seu adjun-
to em relagiio a (,). Demonstrar que U € unitdrio em relagio ao produto
interno pr se, € sdmente se, T = U*TU,

10. Seja V um espago de dimensdo finita com produto interno. Para cada
par a, 8 em V, seja Taps o operador linear sébre ¥ definido por Tagsly) =
= (v, 8)a. Mostrar que

(a) T;-ﬁ = Tf.a;

(b) trago (Ta.,p) = (a, £),

(C) Ta.ﬁ T'y,ﬁ == Ta,{ﬂ,y)&.

{d) Em que condigcdes Tap € auto-adjunto?

11. Seja ¥ um espago n-dimensional com produto interno sdbre o corpo
F e seja L(V, V) o espago dos operadores lineares sGbre V. Mostrar que
existe um unice produto interno sébre L(¥, V) com a propriedade que
NTapll? = |la]{?]l8]|* para todos a.8 em V. (T4 ¢é o operador definido no
Exercicio 10.} Encontrar um isomorfismo entre L(¥, V) com é&ste produto
interno e o espaco das # X n matrizes sdbre F, com o produto interno (A,

B) = tr (AB%).

12. Seja } um espago de dimensdio finita com produto interno. No Exer-
cicio 6, mostramos como construir certos operadores lineares sdbre V' que
sio auto-adjuntos e unitdrias. Demonstrar entio que ndo existem outros,
isto €, que todo operador auto-adjunto unitdrio provém de algum subes-
paco W como descrevemos no Exercicio 6.

13. Sejam V e W espagos de mesma dimensfo finita com produto interno.
Seja U um isomorfismo de V em W, Mostrar que

(2) a aplicagio T — UTU™' é um isomorfismo do espaco vetorial
L{V, V) no espago vetorial L{(W, W);

(b) trago (UTU-') = trago(T) para todo T em L(V, V);

(€) UTaplU " = Tua, vp (Tap definido no Exercicio 10);

(d) (UTU-Y)* = UT*U;
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(e) se equiparmos L(V, V) com o produto interno (7T, T,) = trago'
(T.T¥). e andlogamente para L(W, W), entdo T — UTU-! ¢ um isomor-
fismo de espago com produto interno.

14. Se V é um espago com produto interno, um movimento rigido é uma
fungiio qualquer 7 de V' em V (ndo necessariamente linear) tal que ||Ta —
— T8|} = a — Bj| para todos «, 8 em V., Um exempio de um movimento
rigido € um operador linear unitério. Outro exemplo é uma translagdo por

um vetor fixo v.
T'y(ﬂf) = 4y

(a) Seja V o espago R? com o produto interno candnico. Suponha-
mos que T seja um movimento rigido de V ¢ que 7(0) = 0. Demonstrar
que T € linear ¢ € um operador unitdrio.

(b) Usar o resultado da parte {a) para demonstrar que tode movimento
rigido de R? é composto de uma translagfio, seguida de um operador uni-
tdrio.

(¢) Mostrar agora gue um movimento rigido de R? é uma translagiio
seguida de uma rotacdo ou entdo uma translaclio seguida de uma reflexéo
seguida de uma rotagéo.

15, Um operador unitdtio sdbre R4 {(com ¢ preduto interno candnico) é
simplesmente um operador linear que conserva a forma quadrética

x, py 2, D||* = x* + y2 + z2 4 12

isto é, um operador linear U tal que ||Ua|{? = ||al|* para todo « em R,
Numa certa parte da teoria da relatividade, é de interdsse determinar os
operadores lineares 7 que conservam a forma

I€x, ¥, 2, DI = 17 — x% — y2 — 22,

- Contudo, || |{Z ndo vem de um produto interno, mas de algo chamado *‘mé-

trica de Lorentz” (a2 qual ndo estudaremos). Por esta razio, um operador
linear T sObre R« tal que |{Tali? « |||, para todo « em R4, é denommado
uma transformaciio de Lorentz.

(a) Mostrar que a fungio U definida por

ey = [ EE Y EE]

€ um isomorfismo de R+ no espaco vetoriai H das 2 X 2 matrizes comple-
xas auto-adjuntas.

(b) Mostrar que ||«||? = det (Ua). . _

{c) Suponhamos que T seja um operador linear (real) sébre o espa-
G0 H das 2 X 2 matrizes auto-adjuntas, Mostrar que L = U-'TU é um
operador linear sdbre R,

{d) Seja’ M uma 2 X 2 matriz’ complexa arbitraria. Mostrar que
Ty{A) = M*AM define um operador linear Ty s6bre H. (E necessdrio veri-
ficar que 7y leva H em H)

(e) Se M é uma 2 X 2 matriz tal que |det M| = 1, mostrar que
Ly = U Tyl € uma transformaciip de Lorentz sdbre R«

(f) Encontrar uma transformacio de Lorentz que nfio seja uma L.
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8.6 Operadores Normais

O objetivo principal desta segio é a resolugio do problema
seguinte: Se T é um operador linear sdbre um espago V de dimensdo
finita com produto interno, sob que condigdes V possui uma base
ortonormal formada por vetores caracteristicos de 7?7 Em outras
palavras, quando é que existe uma base ortonormal ® de V, tal que
a matriz de T em relagdo a base ® seja diagonal?

Vamos iriciar deduzindo algumas condiges necessdrias sdbre
T, que mostraremos subseqiientemente serem suficientg\s. Suponha-
mos que ® = {ai, ..., a.} seja uma base ortonormal de V com a

propriedade
(8-19) T, = ¢, j=1,..., n

Isto diz simplesmente que a matriz de T em relagio & base ordenada
® é a matriz diagonal com elementos diagonais ¢, ..., c.. O ope-
rador adjunto T* é representado em relagiio a esta mesma base orde-
nada pela matriz transposta conjugada, isto é, a matriz diagonal
com elementos diagonais ¢y, ..., . Se V € um espago real com
produto interno, os escalares ¢j, ..., ¢, 580 (evidentemente) reais
e entdo temos 7 = T*. Em outras palavras, se V € um espago real
‘de dimensdo finita com produto interno ¢ T € un operador linear
para o qual existe uma base ortonormal de vetores caracteristicos,
entdo T deve ser auto-adjunto. Se ¥ é um espage complexo com
produto interno, os escalares ¢, ..., ¢, ndo sio necessariamente
reais, isto &, T n3o é necessiriamente auto-adjunto. Mas notemos
que T deve satisfazer

(8-20) TT* = T*T

De fato, duas matrizes diagonais quaisquer comutam e como T e
T* sd0 ambas representadas por matrizes diagonais em relagdo &
base ordenada ®, temos (8-20). E um fato bastante notavel que esta
condi¢io também seja suficiente para implicar a existéncia de uma
base ortonormal formada por vetores caracteristicos,

Definicdo. Seja V um espaco de dimensdo finita com produto
interno e T um operador linear sébre V. Dizemos que T é normal se
comuta com seu adjunto, isto 6, TT* = T*T.

Todo operador auto-adjunto é normal, como também o € todo
operador unitdrio. Todo multiplo escalar. de um operador normal
é normal; contudo, somas e produtos de operadores normais ndo
sdo em geral normais. Embora isso ndo seja de formz alguma ne-
cessdrio, iniciaremos nosso estudo de operadores normais conside-
rando operadores auto-adjuntos.
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Teorema 17. Seja V um espaco com produto interno e T um
operador linear auto-adjunto sébre V. Todo valor caracteristico de
T € real. Vetores caracteristicos de T associados a valores caracte-
risticos distintos sdo ortogonais.

Demonstracio. Suponhamos que ¢ seja um valor caracteristico
de 7T, isto &, que Ta = ca para algum vetor nao-nulo . Entio

ca, ) = (ca, a)
= (Ta, a)
= (a, Ta)
= (a, ca)
= da, a).

Como (a,a) # 0, devemos ter ¢ = ¢. Suponhamos também que
T8 = dB com B8 # 0. Entio

cla, B) = (Te, B)

Se ¢ # d, entao {(a, 8) = 0.
Deve-se salientar que o Teorema 17 nada diz a respeito da exis-
téncia de valores caracteristicos ou de vetores caracteristicos.

Teorema 18. Em wum espaco de dimensdo finita positiva com pro-
duto interno, todo operador auto-adjunto possui um vetor caracteris-
tico (ndo-nulo).

Demonstragdo. Seja V um espago de dimensdo n com produto
interno, sendo n > 0 ¢ seja T um operador auto-adjunto sébre V.
Tomemos uma base ortonormal ® de V e seja A = [T]g. Como
T = T*temos A = A*. Seja agora W o espago das n X | matrizes sdbre-
C, com produto interno (X, ¥) = Y*X. Entdo U(X) = AX define um o-
perador linear auto-adjunto U sébre W. O polindmio caracteristico,
det (x/ — A), é um polindmio de grau n sGbre 0 corpo dos nimeros
complexos; todo polindmio sdbre C de grau positivo possui uma raiz.
Assim, existe um niimero complexo ¢ tal que det (¢ — A) = 0.
Isto significa que 4 — c7 é singular, ou que existe uma X n3o-nula
tal que AX = ¢X. Como o operador U (multiplicagio por A) €
auto-adjunto, decorre do Teorema 17 que ¢ € real. Se ¥ € um espago
vetorial real, podemos tomar X com elementos reais. De fato, nes-
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se caso A ¢ A — cI t€m elementos reais e como 4 — ¢f ¢ singular,
o sistema (4 — /)X = 0 possui uma solugio real ndo-nula X.
Decorre que existe um vetor ndo-nulo « em ¥V tal que Ta = ca.

Diversos comentdrios devem ser feitos a respeito da demons-
tragdo. (1) A demonstragio da existéncia de um X nido-nulo tal
que AX = cX nada teve que ver com o fato de A ser hermitiana
(auto-adjunta). Ela mostra que todo operador linear sdbre um es-
pago vetorial complexo de dimens#o finita possui um vetor caracte-
ristico. No caso de wm espago real com produto interno, a auto-adjun-
¢io de 4 € usada de modo fundamental para nos dizer que cada valor
caracteristico de 4 € real e que portanto podemos encontrar um X
conveniente com valores reais. (2) O argumento mostra que o poli-
ndmio caracteristico de uma matriz auto-adjunta tem coeficientes
reais, a despeito do fato de que a matriz possa ndio ter elementos
reais. (3) A hipStese de ¥ ser de dimensdo finita é necesséria para o
teorema; um operador auto-adjunto s6bre um espago de dimensiio
infinita com produto interno pode nfo ter nenhum valor caracters-

tico.

Exemplo 23. Seja V' o espago vetorial das fungdes complexas
(ou reais) continuas, definidas sdbre o intervalo unitdrio 0 < ¢ < 1,
com o produto interno

, &) = [ fygar

O operador “multiplicagéo por ¢, (Tf)#) = tf(r), é auto-adjunto.
Suponhamos que Tf = ¢f. Entdo

t—af(g=0 0<:<1

e entdo f(1) = 0 para t = c. Como f € continua, f = 0. Logo T
ndo possui valores (vetores) caracteristicos.

Teorema 19. Seja V um espaco de dimensdo finita com produto
interno e seja T um operador linear arbitrdrio sébre V. Suponhamos
que W seja um subespaco de V que seja invariante sob T. Entdo o
suplementar ortogonal de W € invariante sob T,

Demonstra¢do. Recordamos que o fato de W ser invariante sob
T ndo quer dizer que cada vetor em W permanega fixo por meio
de T’ significa que se a estd em W entdo Tz estd em W. Seja 8 em
W*. Precisamos mostrar que T*8 estdi em W', isto é, que
(@, T*8) = 0 para todo a em W. Se « estd em W, entio Ta estd
em W, portanto (Ta, 8) = 0. Mas (Tw, 8) = (a, T*8)*.
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Teorema 20. Seja V um espaco de dimensdo finita com produto
interno e seja T um operador linear auto-adjunto sobre V. Entdo existe
uma base ortonormal de V, cujos vetores sdo vetores caracteristicos

de T.

Demonstracdo. Estamos supondo dim V' > 0, Pelo Teorema 18,
T possui um vetor caracteristico a. Seja a1 = ef|ja|| de modo que
a; também é um vetor caracteristico de T e |jas|| = 1. Sedim V = |,
j& terminamos. Vamos agora proceder por indugfio sObre a dimen-
s30 de V. Suponhamos que o teorema seja valido para espagos com
produto interno de dimensio menor que dim V. Seja W o subes-
pago unidimensional gerado pelo vetor a1, A afirmagéo de que a;
¢ um vetor caracteristico de T significa simplesmente que W ¢ inva-
riante sob T. Pelo Teorema 19, o suplementar ortogonal W* €
invariante sob 7% = 7. Ora W', com o produto internoc de V,
¢ um espago com produto interno de dimensdo um a menos que a
dimensdo de V. Seja U o operador linear induzido s6bre W* por
T, isto &, a restrigdo de T a W*. Entdo U € auto-adjunto e, pela
hipétese de indugio, W* possui uma base ortonormal {az, ..., an}
formada por vetores caracteristicos de U. Ora, cada um désses ve-
tores também é um vetor caracteristico de T e como V = W & W,
concluimos que {ai, ..., a.} € a desejada base de V.

Corolério. Seja A uma n X n matriz hermitiana (auto-adjunta).
Entdo existe uma matriz unitdria P tal que P*AP seja diagonal (A
é unitdriamente equivalente a uma matriz diagonal). Se A é wma ma-
triz simétrica real, existe uma matriz ortogonal real P tal que P*AP
seja diagonal.

Demonstragido. Seja V o espago C", com o produto interno ca-
ndnico e seja T o operador linear sdbre ¥ que € representado por
A em relagio a4 base ordenada candnica. Como 4 = A%, temos
T=7T* Seja ® = {oy,...,ar} uma base ortonormal ordenada
de V, tal que Toj = cjoy, j = 1,..., n. Se D = [T]g, entdo D €
a matriz diagonal com elementos diagonais ¢;,..., ¢.. Seja P a
matriz com vetores-colunas ay, ..., ay. Entio D = P*AP.

Caso todo elemento de A4 seja real, podemos tomar ¥ como
sendo R*, com o produto interno candnico e repetir o argumento.
Neste caso, P serd uma matriz unitdria com elementos reais, ou
seja, uma matriz ortogonal real.

Caso todo elemento de A seja real, podemos tomar V¥ como
sendo R*, com o produto interno candnico e repetir o argumento.



286 ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Neste caso, P sera uma matriz unitdria com elementos reais, ou
seja, uma matriz ortogonal real.

Combinando o Teorema 20 com nossos comentdrios no inicio
desta segdo, temos o seguinte: Se ¥ é um espago real de dimensio
finita com produto interno e T € um operador linear sébre V, entdo
V possui uma base ortonormal formada por vetores caracteristicos
de T se, e sdmente se, T € auto-adjunto. Equivalentemente, se 4 ¢
uma n X r matriz com elementos reais, existe uma matriz ortogo-
nal real P tal que P'4P seja diagonal se, ¢ sdmente se, 4 = A
Nio existe nenhum resultado semelhante para matrizes simétricas
complexas. Em outras palavras, para matrizes complexas, uma di-
ferenga significativa entre as condigdes 4 = At e A = A*,

Tendo resolvido o caso de operadores auto-adjuntos, voltamos
ao estudo dos operadores normais em geral. Vamos demonstrar
o andlogo do Teorema 20 para operadores normais, no caso com-
plexo.

Teorema 21. Seja V um espago de dimensdio finita com produto
interno e T um operador normal sébre V. Entdo todo vetor caracte-
ristico de T também é um vetor caracteristico de T¥*.

Demonstra¢do. Suponhamos que U seja um operador normal
arbitrdrio sébre V. Entio ||Ua|| = ||U*e|| para todo @ em V. De
fato, usando UU* = U*U vemos que

|Ual|? = (Ua, Ua) = (a, U*Ua)
' = (@, UU*a) = (U*a, U*a) = ||U*al|%

Se T € normal e ¢ é um escalar, 0 operador U = T — ¢/ é normal,
pois (T — cl)* = T* — ¢l. Entdo, para cada @ em V

T — eDall = [(T* — el

Em particular, (T — ¢[)a = 0 se, e sdomente s¢, (T* — ¢l)a = 0.
Assim, o é um vetor caracteristico de 7 com valor caracteristico ¢
se, € somente se, o« € um vetor caracteristico de T* com valor carac-
teristico €.

Teorema 22. Seja V um espaco complexo de dimensdo finita
com produto interno e seja T um operador normal sébre V. Entio
V possui uma base ortonormal, onde cada vetor é um vetor caracteris-
tico de T.

Demonstracdo. Como estamos trabalhando sdbre um espago ve-
torial complexo, T possui um vetor caracteristico ), que, podernos
supor, satisfaz ||a;]| = 1. Seja W o subespago gerado por i, de
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modo que W ¢é invariante sob 7. Pelo Teorema 21, W também €
invariante sob 7*, Decorre do Teorema 19 que W* € invariante
sob T** Mas 7** = T e entdo W* € invariante sob T. A restri-
¢io de T a W' é um operador normal, sendo o adjunto desta res-
tricio a restricio de 7* a W', Agora basta repetir o argumento
usado na demonstracio do Teorema 20.

Novamente existe a interpretagio matricial. Talvez esta defini-

¢do proceda.

Definicio. Uma n X n matriz complexa A ¢é dita normal se
AA* = A*A,

Corolario. Seja A uma n X n matriz com elementos complexos.
Existe uma matriz unitdria P tal que P*AP seja diagonal se, e somente
se, AA* = A*A. Em outras palavras, A é unitariamente equivalente
a uma matriz diagonal se, e somente se, A é normal.

Exercicios

1. Para cada uma das seguintes matrizes simétricas reais A, encontrar uma
matriz ortogonal real P tal que P‘AP seja diagonal.

1 1 1 2 cos & sen @
I 1 2 1 sen 8 —cos @

2. Uma matriz simétrica complexa é auto-adjunta? E normal?

3. Para
1 2 3
A=12 3 4
3 4 5

existe uma matriz ortogonal real P tal gque P'AP =.D seja diagonal. De-
terminar esta matriz diagonal D.

4. Seja V o espago C?, com o produto interno candnico. Se)a T o opera-
rador linear sObre V que € representado em relagio & base ordenada ca-

ndnica pela matriz
A = i l ’

Mostrar que T é normal e determinar uma base ortonormal de V, constitui-
da de vetores caracteristicos de T.

5. Dar um exemplo de uma 2 X 2 matriz 4 tal que 4? seja normal, mas
A ndo seja normal,

6. Seja T um operador normal sdbre um espago complexo de dimensdo
finita com produto interno. Demonstrar que T é auto-adjunto, positivo
ou unitédrio conforme todo valor caracteristico de 7T seja real, positivo ou
de valor absoluto 1. (Usar o Teorema 22 para reduzir o problema a um
semelhante relativo a matrizes diagonais.)
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7. Seja T um operador linear sdbre o espago ¥ de dimensiio finita com pro-
duto iInterno ¢ suponhamos que 7T seja positivo e unitdrio. Demonstrar que
T =1

8. Demonstrar que T é normal se, e somente se, 7 = T, + iT., onde T,
e T, sio operadores auto-adjuntos que comutam.,

9. Demonstrar que uma matriz simétrica real possui uma raiz cibica si-
métrica real; isto, é se 4 & simétrica real, existe uma B simétrica real tal
que B: = A4,

10. Demonstrar que tdda matriz positiva é o quadrado de uma raiz po-
sitiva,

11. Demonstrar que se um operador & normal e nilpotente entio &le é o
operador nulo. ‘

12. Se T € um operador normal, demonstrar que vetores caracteristicos
de T associados a valores caracteristicos distintos séo ortogonais.

13. Seja T um operador normal sébre um espaco complexo de dimenséio
finita com produto interno. Demonstrar que existe um polinémio £, com
coeficientes complexos, tal que 7* = f{(1). (Representar T por meio de uma
matriz diagonal ¢ verificar o que f deve ser.)

14. Se dois operadores normais comutam, demonstrar que o seu produto
€ normal.

8.7 Teorema Espectral

Em tbda esta segdo, V serd um espago complexo de dimensio
finita com produto interno. Vamos demonstrar o teorema espectral
que afirma que todo operador normal T pode ser expresso sob a
forma

T = CIE1-|‘-CzEz-|—....+C.+Ek

onde Ey, ..., E; sdo projegdes ortogonais duas a duas ortogonais
entre si, E; E; = 0 para i # j. Abreviadamente (¢ um tanto despreo-
cupadamente) todo operador normal € uma combinagio linear de
projeges ortogonais. Ora, éste teorema pode ser deduzido de modo
bastante ficil a partir do teorema de diagonalizagio para operado-
res normais (Teorema 22); contudo, gostariamos de fazer uma de-
monstragdo independente. A demonstragio que fizemos do Teorema
22 foi uma demonstragio “especial”, isto &, ela lidou diretamente
com a geometria do espago com produto ifiterno e com 0 modo co-
mo o operador normal se comporta em relagdo a esta geometria.
Faremos uma demonstragéo do teorema espectral que é quase pu-
ramente algébrica. Nenhuma demonstragio déste teorema pode ser
(ou deve ser) completamente divorciada da geometria do espago sub-
jacente V', entretanto, sentimos que uma “demonstragdo algébrica™
merece ser feita, por duas razdes. (1) Essa demonstragéo vai relacio-
nar o tratamento dos operadores normais com o tratamento, no Ca-
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pitulo 6, dos operadores diagonalizdveis sObre um espago vetorial
sem nenhum produto interno particular. 2) Em anos recentes, mé-
todos algébricos colaboraram para uma demonstragdo elegante do
teorema espectral para operadores normais em certos espagos par-
ticulares de dimensdo infinita com produto interno, conhecidos co-
mo *“espagos de Hilbert”,

Seja T um operador normal sdbre V. Desejamos escrever T co-
mo uma combinagéo linear de projegdes ortogonais. Antes de che-
garmos ao dmago da demonstracdo de que isto € possivel, parece
aconselhdvel gue nos familiarizemos um pouco mais com projegdes
ortogonais., Recordemos que se W ¢ um subespago de ¥V, entdo
V=W®a® W ouseja, cada vetor @ em V pode ser expresso de um
iinico modo sob a forma a = 8 4 v, com 8 em W e v no suplemen-
tar ortogonal W', A projegio ortogonal de ¥ sdbre W é simplesmen-
te o operador linear E definido por Ea = 8. Em geral, existem muitas
maneiras de “projetar” V sébre W. Todo operador linear £ que tem
W por sua imagem e satisfaz E* = E € uma tal projecdo. A proje-
¢do ortogonai € distinguida pelo fato de que seu nicleo é W, o su-
plementar ortogonal de sua imagem. E til ter um critério para dis-
tinguir as projegdes ortogonais e com tal fim demonstraremos o que
segue. |

Teorema 23. Seja E uma projegio, EX = E. As seguintes afirma-
coes sdo equivalentes.

(i) Eé normal, EE* = E*E;

(ii) E € auto-adjunto, E = E*; |

(ii1) E ¢ a projegdo ortogonal sébre sua imagem.

Demonstracdo. (i) — (ii). De EE* = E*E, temos || EB|| = ||E*8||
para todo 8 em V. De fato

(ES, EB) = (B, EXEB) = (8, EE*B) = (E*B, E*B).

Em particular, E8 = O se, e somente se, E*8 = 0. Seja « um vetor
arbitrdrio em V e seja § = o — Ea. Entéo

E3 = Ea — E%a = Ean — Eax = 0
logo 0 = E*3 = E*a — E*Ec.
Portanto E* = E*E ¢

E = E** = (E*E)* = E*E = E*,

(ii) — (iii)). Suponhamos que E = E*, Entdo, o nicleode E € o
suplementar ortogonal de sua imagem. De fato, (Ea, 8) = (a, EB),
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- portanto, § € ortogonal a todo Ea se, € sdmente se, ES é ortogonal a
V,isto é, EB = 0. Logo, E ¢ a projegdo ortogonal s6bre sua imagem.
(iii)) — (i). Suponhamos que E seja uma pro_}egao ortogonal.
Sejam «, 8 vetores arbitririos em V. Entio o — Ea estd no ntcleo de
E e EB estd na imagem de E, logo

0= (a— Ea, Eﬁ)
= (a, EB) — (Ea, EB)
= (@ B8}~ (a, E*Ef).

Como isto vale para todos a, 8, concluimos que E = E*E. Assim,
E € auto-adjunta, logo normal. |
Sejam Wh, ..., W, subespagos de V. Lebremos (Se¢Zo 6.1) que
V € a soma direta de Wi,..., Wi, isto &, V = W1 @ ... ® W,,
se todo vetor « em V pode ser expresso de um tinico modo sob a forma

a=o + ...+ a ajem W,

Em um espago com produto interno, interessam-nos de maneira espe-
cial as decomposi¢des em soma d1reta que s3o ortogonais, isto e, nas
quais todo vetor em W; é ortogonal a todo vetor em W; parai = j.

Teorema 24, Sejam W, ..., Wy subespagos de V e seja E; a pro-
Jegdo sébre Wi, j = 1,...,k. As seguintes condigies sdo equivalen-
tes.

() V=W ®...® W, e estaé uma soma direta ortogonul.

(li) I=E + ...+ Ex, e BiE; = O parai # ].

(iil) Se ®; é uma base ortonormal de Wi, j = 1, ...k, entdo a
- reunido das ®; é uma base ortonormal de V.

Demonstragio. Vamos esbogar a demonstragio. Se o leitor en-
contrar dificuldades em alguns detalhes, deverd ‘'ver as demonstra-
¢oes ‘dos Teoremas 1, 2 e 3 do Capitulo 6, que contém todo o argu-
mento, exceto pelas questdes sdbre ortogonalidade.

Suponhamos que (ii) seja vdlida. Se « estd em V, entdo, de [ =
= Ey + ... + E, temos

= Fia + ... + Ea.

Assim, « € uma soma de vetores, um de cada subespago W;.
Sea = a; + ... + o4 cOM a; em H{,, entao

Eja_j =a ¢ a=FEom+ ...+ Eao.
Portanto
Eia« = EiF\a + ... + EjEwa = Efa; = Ejaj = q
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Conseqiientemente, a iinica expressdo de « com uma soma de veto-
res dos subespagos W;€a = Eia + ... + Ea;logo

V= W]‘@...QWJ:.

Para ver que esta é uma soma direta ortbgonal, observemos que
(Eia, E8) = (a, E'E;B) = (a, E.E;8) = (a, 0) = 0.

Usamos aqui o fato de E. ser auto-adjunto, por ser uma projegdo
ortogonal. Entdo (ii) implica (i). N#o ¢ dificil inverter a argumenta-
¢do, para mostrar que (i} implica (ii).

Vejamos por que € que (iii) € equivalente a (i). Se (i) vale, cada
aem Védaformaa = a1 + ... + aycoma;em We(a;, ;) = 0
para i = j. Se &; ¢ uma base ortonormal de W,, j = 1,..., k, seja:
® a reunido das ®;. Entdo ® gera V, pois se « estd em V¥, podemos es-
crever e; como uma combinagio linear dos vetores em ®; e a expres-
s830a = a; + ... + ai fornece @ como uma combinagio linear dos
vetores em ®. Além disso, ® é um conjunto ortonormal, pois ®; é or-
tonormal e todo vetor em &; € ortogonal a todo vetor em ®; se j # j,
Logo, ® € uma base ortonormal. Novamente, deixamos a cargo do
leitor a invers&#o desta argumentagio.

A grosso modo, os Teoremas 23 e 24 sdo a parte geométrica de
nossa demonstragdo do teorema espectral. O efeito désses teoremas
€ traduzir afirmagdes sdbre a ortogonalidade de subespagos em afir-
magdes algébricas sdbre projecbes e suas adjuntas.

Voltemos agora ao nosso operador normal 7. Vamos estudar T
considerando a dlgebra dos polindmios em T, isto €, a colegio de ope-
radores lineares da forma f(T), onde f é um polindmio com coefici-
entes complexos. Necessitaremos de trés fatos bdsicos, que enuncia-
remos sob a forma de lemas, |

Lema. Seja T um operador normal e o um vetor tal que T = 0,
Entdo Ta = 0. Em outras palavras, a imagem e o nicleo de um ope-
rador normal sdo disjuntos.

Demonstragdo. Suponhamos que 7% = 0, Seja 8 = Tw, de mo-

do que T8 = 0. Usando TT* = T*T temos ||[T8|| = ||7*8|| e assim
T*g = 0. Conseqiientemente,
0= (T8, @)
= (8, Ta)
= (8, B)
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A afirmagio de que T% = 0 implica Ta = 0 diz simplesmente
que a imagem ¢ o niicleo de T sfo disjuntos. De fato, ela diz que se 8
esti naimagemde 7,83 = Ta,e 78 = 0, entdo 8 = 0.

Lema. Seja T um operador normal e f um polindmio com coefi-
cientes complexos. Entdo o operador {(T) é normal.

Demonstragdo. Se f = ay + aix + ... + aex*, entdo
f(T) = al + aiT + ...+ a,T".

Assim,
ST* =80 + aiT* + ... + a(TH~

Como TT* = T*T & facil ver que f(T) comuta com f(T)*.

Lema. O polinémio minimal de um operador normal possui raizes
distintas.

Demonstragio. Lembramos (Segdo 6.2) que o polindmio mini-
mal de T é o polindmio unitdrio de menor grau entre os polindmios
f tais que f(T) = 0. Seja p éste polindmio minimal. Vamos mostrar
quep = (x —¢1) ... {(x — c), onde ¢y, ..., & sd0 NUmeros com-
plexos distintos. Suponhamos que isto nao ocorra, isto €, que algu-
ma raiz ¢ de p seja muiltipla. Isto significa que p = (x — c)’g para
algum polindmio g. Como p(T) = 0, temos (T — cl)’g(T) = 0, ou

(T — cD)g(T)a = 0

para todo « em V. Pelo tltimo lema, o operador U = T — cf € nor-
mal. Seja a em V e seja § = g(T)a. Entdo

U8 = (T — c)g(T)a = 0.
Entdo, pelo primeiro lema acima, temos {8 = 0. Assim,
(T — cNg(T)ax = 0

para todo a, ou seja (T — cI)g(T) = 0. Mas isto contradiz a hipéte-
se de que p tem o menor grau dentre todos f tais que f(T) = 0.
Vamos agora escrever 7 como uma combinagdo linear de pro-
jegdes ortogonais. O método que vamos usar sera exatamente 0 mes-
mo que usamos no estudo de operadores diagonalizdveis no Capitu-
lo 6. Se alguns detalhes ndo estiverem claros, insistimos em que o
leitor consulte as demonstracdes dos Teoremas 8, 9 ¢ 10 do Capi-

tulo 6.
Como T é normal, o polindmio minimal p de T € da forma

p=(x—c)...(x— )
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onde ¢;,..., ¢x sdc numeros complexos distintos. Ora, ¢y, .., Ck
sdo, na verdade. os valores caracteristicos de 7, mas ndo precisamos
saber isto agora, uma vez que logo se tornard evidente. Vamos expri-
mir T soba forma T = 1Ey + ... + c:Ei, onde Ey, ..., E; sdo
projegdes ortogonais que satisfazem 7 = E; + ... + E, e EE; =
= 0 para { # j. Para compreender o método que usamos, suponha-
mos que tivéssemos as projegdes Ei, ..., Ei. Entdo teriamos

£ k
T: = z C;‘E:‘)( z CjE_,')
im=1 j=1

=2 X C;‘CjE,‘Ej

i F

j
= 2 ¢E;.
j
Da forma mais geral, terfamos

&
T = 3 GE,

i1

e, tomando combinagcdes lineares,
k
&) =  g()E;
J -

para todo polindmio g. Isto nos diz como conseguir as projegdes
Ey, ..., Ey. De fato, suponhamos que p; seja um polindémio tal
que p{c;) = &;. Entdo

PAT) = Z pAc)E:

iml
> 5,E,
i=1
= E;.
Ora, comegamos com T e seu polindmio minimal
p=(x=—c))...(x— c),

(x—ec)...(x —ci-))(x —c¢igz1) ... (x — c;,)_
(c;—e1) ... (¢, — ci-)(ci — cig1) ... (5 — cx)

Entéo p; (c;) = ;. Os polindmios py, . . ., py sdo os polindmios de

seja  p; =
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Lagrange determinados por cy, . . ., cs. Estes polindmios tém a pro-
priedade de que se f é um polindmio qualquer de grau no mdximo
k — 1, entdo

f = Sfleopr + ... +f(c;;)1?k-

Isto decorre do fato de que

f—fleopr — ... — flce)ps
¢ um polinémio de grau méximo k — 1 que, em vista de p/c;) = 8,
tem as k raizes distantes ¢y, . . ., ci. Em particular, temos

l=p+ ...+ Pk
X = Cp1 + « oo CrPr.
(Estamos supondo k < 2; em caso contrério, T é um miltiplo esca-
lar do operador idéntico e entdo tudo estd certo.) Definamos agora
E; = pi{T). A equagdo acima nos fornece entiao
| I=E1++EJ;
T = ClEl e + ciE;.

Facamos algumas observagdes.

(i) E; # 0, para cada j. De fato, E; = p(T) e p; é um polind-
mio de grau k — 1. Como p € o polindmio minimal de T, nfio pode-
mos ter p{T) = 0. |

(i) E.E; = Osei # j. De fato, E;E; = p{T)p{T). Quando
i # j, o polindmio h = p;p; € Hivisivel por p. Assim, K(T) = p{T)
PAT) = 0.

(iti) Cada E; é uma projegio. Como
I=E 4+ ...+ Ec¢EE =0

para i # j, temos

Ej = EiEl -I- .o -I- EjEk
= E},

(iv) ¢, ..., c; sA0 exatamente os valores caracteristicos dis-
tintos de T. Primeiro, ¢; € um valor caracteristico pela seguinte ra-
Zi0: Seja a um vetor ndo-nulo da imagemde E;. Entdo a = E;a, por-
tanto
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Ta = TEa
ETa
EJ{ClEla + ‘e + CkEga)
= C]_EjEla + e + CkE_,‘E;;CI!
CjEjC!

= ¢jo.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja um. valor caracteristico de
T. Seja a um vetor tal que (T — cf)a = 0. Isto diz

k
Z (¢; — )Eja = 0.
i=l1
Aplicando E; 4 esta expressdo obtemos
(¢c; — Q)Fi'= 0

para i = l,‘.-. ., k. Se ¢; ## ¢ para cada i, entdio temos E;a = 0 pa-
ra todo a, logo

a=Eaoa+ ...+ Ewaa = 0.

Assim, ¢ sendo um valor caracteristico, deve ser igual a algum c;.

(v) A imagem de E; € o espago dos vetores caracteristicos de
T que sdo associados ao valor caracteristico ¢;. Em outras palavras,
« estd na imagem de E; se, e sdmente s¢, Ta = cje. Primeiro, supo-
nhamos que Ta = c,x. Entéo

k &
2 cEa=¢ 2 Ea

=1 Fml
L
ou Z (¢; — ¢)Eia = 0.
r=1

A partir disto concluimos que Eia = 0 para i # j e portanto que
a = E. Suponhamos agora que « esteja na imagem de Ej, isto €,
que ¢ = E;x. Na parte (iv) mostraremos que Ta = cja.

(vi) E; é a projegdo ortogonal sObre sua imagem. De fato, E;
€ um polindmio no operador normal T. Assim, E; é uma proje¢ao
normal e, pelo Teorema 23, € uma projecao ortogonal.

Teorema 25 (Teorema Espectral). Seja T wum operador normal
sobre o espago complexo V de dimensdo finita com produto interno.
Sejam ¢y, . . . , cx os valores caracteristicos distintos de T e seja E; a
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projecdo ortogonal sébre o espaco dos vetores caracteristicos associa-
dos ao valor caracteristico c;. Entdo

(a) T =cE + ... + cxEy;
(b)I=E1+...+Ek;
(c) EiE; = 0, 5e i # j.

Além disso, a decomposi¢@o na parte (a) é unica, no seguinte sentido.
Suponhamos que c1,...,Cy sejam niimeros complexos distintos e
Ei. . . ., Ex, operadores lineares ndo-nulos sobre V tais que as condi-
¢oes (a), (b) e (c) estejam satisfeitas. Entdo ¢y, . . ., Cx sdo exatamente
os valores caracteristicos distintos de T e, para cada i, E; é a prajegdo
ortogonal de V sébre o espago dos vetores caracteristicos de T associa-
do ao valor caracteristico c;.

Demonstragdo. J4 fizemos acima toda a demonstragdo, Talvez
sejam oportunos alguns comentarios s6bre a unicidade. Salientamos
que se c;j e E; satisfazem (a), (b) e (c) e se pi(c.) = d;;, entdo E; = p{T).
Isto determina E; de um tinico modo como um polindmio bem determi-
nado em T, uma vez que ja mostramos que ¢y, . ..,Cx S80 0s valores ca-
racteristicos. Isto, e mais o restante da demonstragio da unidade, estio
contidos nas observagdes (iii)-(iv) acima. Basta notar que (iii)-(Vi)
foram demonstradas usando apenas (a), (b), (c), o fato dos e; serem
distintos ¢ mais o fato de que nenhum dos E, é o operador nulo.

Denominaremos a decomposigdo T = ¢1E1 + ... + cEe @
resoluciio espectral de 7. Deveriamos ressaltar que se 7 € um opera-
dor linear arbitrdrio que tem uma resolugio

T=CIE1+...+C}¢E;¢

tal que E; = E* e E;E; = O para i # j, entdo T é normal. De fa-
to, E* = E; implica

T = ¢,E1 + ... + TiEsx

e como E,, ..., E, comutam porque E;E; = E;E; = O para { # j,
€claro que T e T* comutam. Pode-se descrever isto dizendo que ope-
radores normais sdbre V sdo caracterizados como sendo os opera-
dores que podem ser expressos como uma combinagdo linear de pro-
jegdes ortogonais que comutam,

Coroldrio, Se T é um operador normal, entdo V possui uma base
ortonormal formada e vetores caracteristicos de T.

Demonstracdo. Seja W; o espago dos o tais que Ta = cja, €
seja ®; yma base ortonormal de W;. Entao, a reuniao das ®; é uma
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‘base ortonormal de V. Isto decorre das partes (b) e (c) do teorema
espectral ¢ do Teorema 24. Como todo vetor em W; é um vetor
caracteristico de 7, a demonstragiio estd completa.

Fagamos alguns comentdrios. Na demonstragao do corolério,
que € exatamente o Teorema 22, o fato de os diversos espagos W;
serem ortogonais entre si é exatamente a afirmacdio de que vetores
caracteristicos de um operador normal, que pertencam a valores
caracteristicos distintos, sdo ortogonais. Notemos também que o
teorema espectral se esquece de mencionar um dos fatos importantes
que demonstramos, a saber, que as projegdes Ei, ..., E; sdo poli-
némios em 7. Evidentemente, isto decorre das condigdes (a), (b) ¢
(c) do teorema. De maneira mais geral, temos

g(T) = g(c1)E]_ -|— veo + g(ck)Ek
para todo polindmio g. A partir disto temos o seguinte:

Corolério. Seja T um operador linear sébre V. Entdo T é nor-
mal se, e somente se, o adjunto T* é um polinémio em T.

Demonstragdo. Se existe um polindmio f tal que T* = f(T), en-
tio, dbviamente, T e T* comutam. Reciprocamente, suponhamos
que T sdja normal. Seja

T=cE + ... + cEi
a resolugio espectral de 7. Como E* = Ej, temos
T* = &,Ey + ... + &:Es.
Ora, cy, ..., ¢, sdo niimeros complexos distintos, portanto existe
um polindmio f tal que f(c;) = ¢, j = 1, ..., k. Podemos tomar
f=¢p + ... + CiDr,s

onde py, ..., pr 540 0s polindmios utilizados na demonstragio do
Teorema 25. De f(c;) = ¢;, é imediato que T* = f(T).

Talvez devamos observar agora os tipos especiais de operadores
normais com os quais trabalhamos neste capftulo: auto-adjuntos,
positivos e unitdrios. Se T é um operador normal com resolugdo
espectral T = ciE1 + ... + c.Ex, entdo T = ¢1Ey 4+ ... + CiEx.
Dizer que T € auto-adjunto € dizer que T = T*, ou seja, |

(C1 — (71)E1 + ... + (C;,- — E"k)Ek = 0.

Usando o fato de que E;E; = 0O para i  j e o fato de que nenhum
E; € o operador nulo, vemos que T é auto-adjunto se, € sdmente s¢,
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ci=2¢e;,j=1,..., k. Para distinguir os operadores normais que
sio positivos, observemos

k k
(Te,a) = 2 ciEja, T IE.'a)
j=l s
= Z Z c¢(Eje, Eia)
P
= T c¢jl|Enall?
2
Usamos o fato de que (E;a, Ei) = 0 para i # j. A partir disto ¢
evidente que a condigdo (Ta,a) > 0 para @ > 0 ¢ satisfeita se, e
somente se, ¢; > 0 para todo j. Para distinguir os operadores uni-
tarios, observamos que

TT* = ClclE]_ + ... + CkaEk
= }C1|2E1 + ... + {Ck|2Ek.

Se TT* = I, entdo I = |¢i|2E1 + ... 4 |ci|%E, e, aplicando E;,
E; = |c)|’E;.

Como E; # 0, temos [¢;|> = | ou |¢;f = 1. Reciprocamente, se
|cii2 = 1 para cada j, € claro que TT* = I.

Teorema 26. Seja T um operador normal sobre o espaco cam-
plexo V de dimensdo finita com produto interno. Entdo, T ¢ auto-
adjunto, positivo ou unitdrio conforme todo valor caracteristico de T
seja real, positive ou de valor absoluto 1.

E importante notar que &ste € um teorema sObre operadores
normais. Se¢ T € um operador lincar genérico sGbre ¥ que possui
valores caracteristicos reais, ndo decorre que 7 ¢ auto-adjunto. O
teorema afirma que se 7 possui valores caracteristicos reais e se T
¢ normal, entdo T € auto-adjunto. Um teorema déste tipo serve para
fortalecer a analogia entre a operagio de conjugacdo {(operagio de
se tomar adjuntos) e o processo de se formar o conjugado de um
numero complexc. Um nimero complexo z € real, positivo ou de
valor absoluto 1 conforme z = z, z = Www para algum w = 0, ou
zz = 1, réspectivamente. Um operador T € auto-adjunto, positivo
ou unitdrio se, respectivamente, T = T* T = U*U para algum
U inversivel, ou T*T'= 1,

Vamos agora demonstrar dois teoremas, que sdo os anilogos
destas duas afirmages. (1) Todo nimero nao-negativo possut uma
unica raiz quadrada n#o-negativa. (2) Todo nimero complexo pode



TEOREMA ESPECTRAL 299

ser expresso sob a forma ru onde r é ndo-negativo e {u| = |. Esta
é a decomposi¢io polar z = re” para nimeros complexos. Para
&stes dois resultados vamos precisar da seguinte:

Definicio. Seja T um operador linear sébre o espago complexo
V com produto interno. Dizemos que T é ndo-negativo se (Te, ) > 0
para todo a em V.

Se (T, ) > 0 para todo «, entdo, em particular, (Ta, a) € real
para todo a. Assim T ¢é auto-adjunto. Em um espago real com pro-
duto interno, deverfamos acrescentar a condigio 7T = T* & defini¢ao
~ de um operador nko-negativo. Se U é um operador linear arbitrério
sdbte V, entdo, T = U*U €, como se vé facilmente, ndo-negativo:

(U*Ua,a) = (Ua, Ux) > 0.

Se U ¢ inversivel, entdo (dbviamente) T € positivo,

Se T é um operador normal sdbre V, entdo T é ndo-negativo se,
e sdmente se, todo valor caracteristico de T € ndo-negativo. Isto
se demonstra da mesma maneira que o resultado andlogo para ope-
radores positivos.

Teorema 27. Seja V um espaco complexo de dimensdo finita
com produto interno e seja T um operador ndo-negativo sébre V. Entdo
T possui uma tnica raiz quadrada ndo-negativa, isto é, existe um, e
somente um, operador ndo-negativo N sébre V tal que N? = T.

Demonstragdo. Seja T = c,Ey + ... + ceE; a resolucio es”
pectral de 7. Existe essa resolugic, pois T é ndao-negativo, portanto
normal. O fato de T ser ndo-negativo nos diz que ¢, > 0 para cada
j. Indiquemos por +/¢; a Unica raiz quadrada ndo-negativa de c;
e seja

N = \/FJ‘EI + ... + Ver Ey.

Certamente N € normal e afirmamos que esta expresso € a resolu-
¢lio espectral de N. De fato, I = E; + ... + Ex E.E; = 0 para
i # j, nenhum E; €0e vcy, ..., V¢, s@o distintos. Como v¢c; >0
para cada j, N € um operador ndo-negativo. E 6bvio que N2 = T.

Seja agora P um operador ndo-negativo sdbre V tal que p* = T.
Vamos demonstrar que P = N. Seja

P=d1Fl + ... + drFr

a resolugdio espectrai de P. Entdo d; > 0 para cada j, pois P é néo-
negativo. De P? = T resulta

T =diF, + ... + diF..
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Ora, Fy, ..., F,.satisfazem ascondigées f = F; + ... + F,, FiF; =
= O para i » j e nenhum F; € 0. Os niimeros &2, . .., d? sdo distin-
tos, porque nimeros n&o-negativos distintos possuem quadrados dis-
tintos. Pela unicidade da resolugio espectral de T, devemos ter r=k
e (talvez reordenando) F; = E;, d' = ¢;. Assim P = N,

Teorema 28. Seja V um espaco complexo de dimensdo finita
com produto interns e sefa T um operador linear arbitrdrio sébre V.
Entéo, existe um operador unittirio U sobre V e um operador ndo-
negativo N sébre V tal que T = UN. O operador ndo-negativo N é
unico. Se T ¢ inversivel, o operador U tambem ¢ dnico.

Demonstragdo. Suponhamos que T = U, onde U ¢ unitdrio
¢ N nfo-negativo. Entio T* = (UN)* = N*U* = NU*. Assim,
T*T = NU*UN = NZ Isto mostra que N é determinado de um
Unico modo como a raiz quadrada ndo-negativa do operador nio-
negativo T*T.

Entdo, para iniciarmos a demonstragdo da existéncia de U/ e N,
usaremos o Teorema 27 para definirmos N como a tinica raiz qua-
drada ndo-negativa de T*T. Se T ¢ inversivel, entdio N também o é
porque - '

(Na, Na) = (N%a, a) = (T*Ta, a) = (Ta, Ta).
Neste caso, definamos U = TX-! ¢ demonstraremos que U € uni-
tdrio. Ora, U* = (TN-1)* = (N")*T* = (N*)"1T* = N-IT*
Assim, :
UU* = TN-IN-1T*

= T(N"l)zT*

= T(Nz)-1T*
T(T*T)~'T*
Tr- I(Tsi)—l T*
I

i

¢ U € unitério.

Se T € ndo inversivel, teremos de realizar um pouco mais de
trabalho para definir U. Definamos primeiro U sGbre a imagem de
N. Seja a um vetor na imagem de N, digamos, « = NB. Definamos
Ua = T8, motivados pelo fato de que queremos UNB = TB. Preci-
samos verificar que U estd bem definida s8bre a imagem de N; em
outras‘palavras, se N8’ = NB, entio T8’ = T8. Verificamos acima
que ||Nvy||? = ||T¥||® para todo ¥ em V. Assim, com a = § — §°,
vemos que N(B—f’) = 0 se, e somente se, 7(8—¢8’) = 0. Portanto, U
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estd bem definida sGbre a imagem de N e € evidentemente linear
onde definida. Se W é a imagem de N, vamos agora definir U sbbre
W*. Para fazer isto precisamos da seguinte observagio: Como T e
N possuem o mesmo miicleo, suas imagens tém a mesma dimens3o.
Assim, W* possui mesma dimensio que o suplementar ortogonal
da imagem de 7. Portanto, existe um isomorfismo (de espago com
produto interno) U, de W’ em T(V)'. Agora jd definimos U sdbre
W e vamos definir U s6bre W* como sendo Vy.

Repitamos a definicio de U. Como V = W @ W*, cada o em
V pode ser expresso de um vnico modo sob a forma a = N8 + 7,
onde N3 estd na imagem W de N e v estd em W*, Definamos

Ua = Tﬂ + U(n'.

Este U & evidentemente linear e, como verificamos acima, estd bem
definido. Além disso

(Ua, Ua) = (TB + Uoy, T8 + Upy)
= (NB, Ng) + (v,7)

= (as a)

portanto U € unitdrio. Também UNB = T8 para cada 8.

Denominamos T' = UN a decomposiciio polar de 7. Certamente
ndo dizemos que € a decomposigdo polar, pois U ndo € tinico. Mes-
mo quando T € inversivel, de modo que U € vinico, temos a dificul-
dade de que U e N podem n@o comutar. Na verdade, &les comutam
se, e sdmente se, T € normal. Por exemplo, se T = UN = NU, com
N ndo-negativo e U unitério.

TT* = (NU)(NU)* = NUU*N = N?* = T*T.

O operador arbitrario T também possui uma decomposigio T =
- = N Uy, com N; ndo-negativo e U; unitdrio. Neste caso, N; serd
a raiz quadrada ndo-negativa de TT*. Este resultado pode ser obtido
- aplicando-se o teorema hd pouco demonstrado ac operador T* e
depois tomando adjuntos.

Exercicios

1. Dar uma definicio razodvel de uma n X n matriz ndo-negativa e de-
pois demonstrar que uma tal matriz possui uma Unica raiz quadrada ndo-
-negativa,

2, Seja T um operador normal e seja U um operador arbitririo que comute
com T, Demonstrar que U comuta com T*,
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3. Se U e T sio operadores normais que comutam, demonstrar que U + T
e UT sdo normais.

4. Seja T um operador linear sdbre o espago complexo V¥ de dimensdo fi-
nita com produto interno. Demonstrar que as dez afirmag¢oes seguintes so-
bre T sdo equivalentes:

() T ¢ normal. '

(ii) ||Tal| = ||T*|! para todos « em V.,

(iif) T = T + iT,, onde T e T, sio auto-adjuntos e 7, T, =T,T;.

(iv) Se « € um vetor e ¢ um escalar tal que Ja = ca, entio T*a = Za.

(v) [Existe uma base ortonormal de ¥ formada por vetores catucte-
risticos de T. .

(vi) Existe uma base ortonormal ® tal que [T)g seja diagonal,

(vit) Existe um polindmio g com coeficientes complexos tal que

T* = g(.
(viil) Todo subespago que ¢ invariante sob T também ¢ invariante sob T*,
{ix) T = NU, onde N é ndo-negativo, U € unitario e N comuta com U,
(x) T=cE:+ ... +cEy, onde I = Ex ...+ E,, EF; =0
para i = j, e E} = E; = E.

8.8 Diagonalizacio Simultdinea de Operadores Normais

Novamente, seja ¥ um espaco complexo de dimensdo finita
com produto interno. O que vamos demonstrar € que se tivermaos
uma familia arbitrdria de operadores normais sdbre V, todos os
quais comutam, existe um base ortonormal de ¥ que diagonaliza
todos @sses operadores simutineamente,

Teorema 29. Sejam T e U operadores normais sébre V que co-
mutam. Entdo existe um operador normal S sébre ¥ com estas pro-
priedades:

(i) Tanto T como U sdo polindmios em S.

(i) S comuta com todo operdador linear sébre V que comute com
T e U.

Demonstragdo. Sejam T = 1By + ... + cEv e U = diFy +
+ ... + 4.F, as resolucdes especiais de T ¢ U, respectivamente.
Cada E; ¢ um polindmio em T; logo, U comuta com cada E,. Como
cada F; € um polindmio em U -vemos que E; e F; comutam. Seja
agora

Gy=EfF;, 1<i<k 1<;j<r
Entio, G,; é uma proje¢ao ortogonél. De fato, como E:F; = F;E,,
temos
G: = E.F;E:F; = E,E;F,F; = E,F;, = Gi;
Y = (EiFj)* = F4,E*; = F,E;: = E;F; = G.
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k r
Além disso X XG, =

i=1 j=1
I .
f.

E.F;

zZ
J
k
(i is

.

Se i = poujs g entdo
GiiGpe = EiE;EE,
= E;E,FiF,
= 0.

Portanto, temos aqui kr projegdes ortogonais G;; tais que G;;Gpe = 0
a menos que [ = p e j = g (e talvez mesmo nesse caso). Ora, T e
U sdo combinages lineares das G;:

T =TI = (EC; E;)(E F:,) = X EC,‘G,‘_,'
! i i J

U=Ul= CdF)ZE) = 2 Z2dG;.
! i L |

Sejam agora ¢;;, 1 < i< k, 1 < j< r, kr nimeros complexos arbi-
trarios distintos ¢ seja

S = 2 2 e;Gij.
i

As condi¢bes que estabelecemos sobre as G;; nos mostra que S é
normal e que

f(8) = 2 Zf(ei))G;

para todo polindmio f. Tomemos agora um polinémio f tal que
Jlei;) = ¢, e um polindmio g tal que g(e;;) = d; e temos T = f(S) e
= g(S).
Todo operador linear que comuta com 7T e com U/ comuta com
E; e com F;, logo comuta com cada G;;, portanto comuta com S.
Poderiamos destacar que S € um polinémio em T e U conjuntamente,
isto €, S tem a forma

N
S= 2 amI"U".

m.n =}
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Isto € evidente, pois cada Gi; € o produto de um polinémio em 7T
por um polindmio em U.

Corolério. Sejam T, ..., T, um numero finito de operadores
normais s6bre V tais que T; comuta com T; para todos i, j. Entdo existe
um operador normal T sébre V tal que cada T; seja um polinémio
em T.

Demonstragdo. A demonstragao serd por indugéo sdbre 1, usando o
Teorema 29. Se n = 1, basta tomar T = 7. Suponhamos que n >
> | e que o teorema seja valido para qualsqucr n — 1 operadores
normais que comutam, Pelo Teorema 29, existe um operador nor-
mal S sGbre ¥ tal que T} ¢ T> sejam polindmios em S e S comuta
com todo operador que comute com T ¢ com T5. Ora, { S, T3, .. .,

, Ta} € uma colegdo de n — 1 operadores normais sébre ¥ que
comutam. Pela hipdtese de indugdo, existe um operador normal T
tal que S, T3, ..., T, sejam polindmios em T. Como T, e T; sdo
polindmios em S, vemos que cada T; € um polindmio em 7.

Teorema 30. Seja § wma familia arbitrdria de operadores nor-
mais sébre V, todos .os quais comutam. Entdo existe um operador
normal T sobre V tal que todo operador na familia § seja um poli-
nomio em T.

Demonstragdo. Seja W o subespago de L(V, V), gerado por &,
isto €, o conjunto das combinagdes lineares (finitas) de operadores
em . Entéo, todo operador em W € normal. De fato, sejam Uy, .. .,
..., Ur operadores em ¥ e ci, ..., ¢x nimeros complexos. Pelo
ultimo corolédrio, éxiste um operador normal S tal que cada U; seja
um polindmio em S. Portanto, a combinagio linear c;Uy + ... +
+ ¢xU: € um polindmio no operador normal S ¢ € também normal.
Além disso, € evidente que todos os operadores em W comutam,

Seja agora { Ty, ..., T.} uma base de W. Pelo iiltimo corolério,
existe um operador normal T tal que cada 7; seja um polindmio
em 7. Como todo operador em W é uma combinagdo linear de
Ty, ..., T,, todo operador em W (em particular, em ¥) é um poli-
ndmio em T.

Coroldrio. Se & ¢ wna familia arbitrdria de operadores normais
sobre V que comutam, existe um base ortonormal ordenada ® de V
tal que todo operador em F seja representado por uma matriz diago-
nal em relacdo a base ordenada ®.

Demonstracao. Tomemos T como no Teorema 30 e uma base
ortonormal ® tal que [T)g seja diagonal. Se D € uma matriz diago-
nal ¢ f € um polindmio, entdo f(D) € diagonal.



CAPfTULO 9
FORMAS BILINEARES

9.1 Formas Bilineares

Neste capitulo vamos tratar das formas bilineares sdbre espagos
vetoriais de dimens&o finita. O leitor proviavelmente observard uma
semelhanga entre uma parte da matéria e a discuss@o dos determi-
nantes no Capitulo 5 € dos produtos internos no Capitulo 8. A re-
lagdo entre formas bilineares e produtos internos € particularmente
forte; no entanto, &ste capitulo ndo pressupde nada da matéria do
Capitulo 8. O leitor que nfo tiver familiaridade com produtos inter-
nos provavelmente lucraria lendo a prinmteira parte do Capitulo 8 a
medida que lesse a discussdo de formas bilineares.

A primeira secdo trata do espago das formas bilineares sébre
um espago vetorial de dimensdo n. A matriz de uma forma bilinear
em rela¢io a uma base ordenada ¢ introduzida e € estabelecido o
isomorfismo entre o espago das formas ¢ o espago das n X n ma-
trizes. Define-se o pOsto de uma forma bilinear e sfio introduzidas
as formas bilineares degeneradas. A segunda se¢do discute as for-
mas bilineares simétricas e sua diagonalizagdo. A terceira se¢do es-
tuda as formas bilineares anti-simétricas. A quarta se¢do discute
0 grupo que conserva uma forma bilinear ndo-degenerada, com aten-
¢do especial prestada aos grupos ortogonais, os grupos pseudo-
-ortogonais ¢ um grupo pseudo-ortogonal particular -—— o grupo de
Lorentz,

Definicdio. Seja V um espago vetorial sébre o corpo F. Uma forma
bilinear sébre V é uma fungdo {, que associa a cada par ordenado de
vetores o, 8 em V um escalar f(a, 8) em F, e que satisfaz

f(cal + a2sﬁ) = C‘f(ﬂ!l, ﬂ) + f(azs .B)

O-1) fl, cBr + B2) = cfle, B1) + fl, B2).
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Indicando por ¥ X ¥ o conjunto de todos os pares ordenados de
vetores em V, esta definicio pode ser reformulada como segue:
Uma forma bilinear sdbre ¥ ¢ uma fungio fde V X V em F que
¢ linear como uma funcéo de qualquer dos seus argumentos quando
o outro € deixado fixo. A fungiio nula de ¥V X ¥ em F é evidente-
mente uma forma bilinear. E também verdade que tdda combinagio
linear de formas bilineares sébre V' ¢ ainda uma forma bilinear.
Para demonstrar &ste fato, basta considerar combinagdes lineares
do tipo ¢f + g, sendo f e g formas bilineares sébre V. A demons-
tragdo de que cf + g satisfaz (9-1) é semelhante a muitas outras que
fizemos e vamos omiti-la. Tudo isto pode ser resumido dizendo-se
que o conjunto das formas bilineares sébre ¥ é um subespago do
espaco das fungdes de V' X V em F (Exemplo 3, capitulo 2). Indica-
remos o espago das formas bilineares sdbre ¥V por L (V, V, F).

Exemplo 1. Seja V um espago vetorial sdbre o corpo F e sejam
Ly e L funcionais lineares s6bre V. Definamos f por

fle, 8) = Li(a)Lo(B).

Fixando 8 e considerando f como uma fungdo de a, entdo temos
simplesmente um miltiplo escalar do funcional linear L,. Com «
fixo, f € um miltiplo escalar de L;. Assim, € evidente que f é uma
forma bilinear sdbre V. -

Exemplo 2. Sejam m : n inteiros positivos e F um corpo.
Seja ¥ o espaco vetorial das m X »n matrizes sébre F. Seja 4 uma
m X m matriz fixa s6bre F. Definamos

fa(X, Y) = trago (X'AY).

Entdo f; ¢ uma forma bilinear sébre V. De fato, se X, ¥ e Z sdo
m X n matrizes sébre F,

JalcX + Z, Y) = trago [(cX + Z)'AY)
trago (cX'AY) + trago (Z'AY)

cfs(X, Y) + fu(Z, Y).

Evidentemente, utilizamos o fato de que a operagdo transposta ¢ a
fungfio trago sio lineares. E ainda mais facil mostrar que f, € linear
como uma fungdo do seu segundo argumento. No caso particular

= 1, a matriz X‘'4Y é 1 X 1, isto é, um escalar, ¢ a forma bilinear
¢ simplesmente

X‘AY
Z Z Aiixiy;.
i J

f{(X’ Y)

U



FORMAS BILINEARES 307

Mostraremos em breve que toda forma bilinear sGbre o espago das
m X 1 matrizes é désse tipo, isto é, é f, para alguma m X m ma-
triz A,

Exemplo 3. Seja F um corpo. Vamos determinar tddas as for-
mas bilineares sdbre o espago F?. Suponhamos que f seja uma tal
forma bilinear. Sg a = (x1,x2) e 8 = (31, a2) sdo vetores em FZ, entdo

fla, B) = f(xie1 + xze2, B)

= xi1f(e1, B) + x2f(e2, B)

= X1f(e1, y1€1 4+ yze2) + x2f(e2, y1e1 + yoe2)

= xiyif(e, &1) + x1y2fler, 2) + xoy1fle2, &1) + x2y2f(ez, €2).
Assim, f é completamente determinada pelos quatro escalares 4;; =
Sf(ei, ;) da seguinte maneira:

Sla, B) = Aitxiyr 4+ Aizxiye + Aa1xeyr + A2ax2)2
= X AiXiy;.
hy

Se X e Y sdo as matrizes das coordenadas dea e Sese 4 a2 X 2
matriz com elementos A(i,j) = Ai; = fle, ), entdo

(9‘2) f(a1 B) = X'AY.

Observemos no Exemplo 2 que se 4 ¢ uma 2 X 2 matriz arbitrdria
sdbre F, entfio (9-2) define uma forma bilinear sdbre F2. Vemos que
as formas bilineares sdbre F? sio exatamente as obtidas por meio
de uma 2 X 2 matriz como em (9-2).

A discussio no Exemplo 3 pode ser generalizada de modo a
descrever tddas as formas bilineares sdbre um espago vetorial de
dimensio finita. Seja ¥ um espago vetorial de dimenséo finita sGbre
o corpo Feseja 8 = {a, ..., a:} uma base ordenada de V. Supo-
nhamos que f seja uma forma bilinear sdbre V. Se

=X+ ...+ Xnan € B = yian + ...+ Ynau
880 vetores em V, entio

f@,B)=f (21_3 xiai, 8)
= E xi fei, B)
= E xifle, E yices)

= Z Z xi¥;if(ai, a;).
i 2
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Se fizermos A;; = fla, «;), entdo
fla, B) = z 2 Aijx.y;
= X‘AY

onde X e Y sdo as matrizes das coordenadas de « e 8 em relagiio i
base ordenada ®, Assim, tdda forma bilinear sdbre ¥ € do tipo

(9-3) fle, B) = [a]y Allg

para alguma » X n matriz A sdbre F. Reciprocamente, se temos uma
n X n matriz arbitrdria A4, é fécil ver que (9-3) define uma forma
bilinear sébre V, tal que A4;; = f(a,, a;).

Definiclio. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja
® = {o1,..., an} uma base ordenada de V. Se f é uma forma bili-
near sébre V, a matriz de f em relacfio & base ordenada ® ean X n
matriz A com elementos A;; = f(ay, a;) /is-vézes, indicaremos esta
matriz por [f]g.

Teorema 1. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sébre
o corpo F. Para cada base ordenada & de V, a func@o que associa a
cada forma bilinear sobre V sua matriz em relagio & base ordenada
® é um isomorfismo do espage 1(V, V, F) no espaco das n X n
matrizes soébre o corpo F.

Demonstragdo. Observamos acima que f — [f]g € uma corres-
pondéncia bijetora entre o conjunto das formas bilineares sdbre V
e o conjunto de tddas as n X n matrizes s8bre F. Que isso é uma trans-
formag#o linear € fécil de ver, pois

(cf + gXai, 4)) = ¢flei, @) + glaiy )
para todos i e j. Isto diz simplesmente que

[¢f + gle = cdflg + [gle-

Coroldrio. Se 8 = {ay,..., a,} é uma base ordenada de V e
Q* = {Li,..., L} é a base dual de V*, entio as n? formas bili-
neares

file, B) = Li)LiB), 1<i<n 1<j<n

formam uma base do espaco W(V, V, F). Em particular, a dimensdo
de 1(V, V, F) é n2.

Demonstragdo. A base dual {L,,..., L.} é definida essencial-
mente pelo fato de que Li{w) € a i-ésima coordenada de « em relagiio
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a base ordenada ® (para todo a em V). Ora, as fungdes f;; definidas

por
fife, B) = LAa)Li(8)
sdo formas bilineares do tipo considerado no Exemplo 1. Se
a=xar+ ...+ Xoaw € 8= yiay + ... + Ynotn,
entao

fife, B) = xiy;.
Seja f uma forma bilinear arbitrdria sdbre V e seja 4 a matriz
de f em relagdo a base ordenada ®. Entdo
fla, By = Z Aix.y;
ny
o que diz simplesmente que

f= f‘-“_A:’jfr;i-
io

Agora € evidente que as n* formas f;; formam uma base de L(V, V, F).

Pode-se reformular a demonstragio do coroldrio como segue. A
matriz da forma bilinear f;; em relagio & base ordenada ® é a ma-
triz “unitdria” E%/, cujo unico elemento ndo-nulo € um 1 na linha i
e coluna j. Como estas matrizes £’ constituem uma base do espago
das n X n matrizes, as formas f;; constituem uma base do espago
das formas bilineares.

O conceito de matriz de uma forma bilinear em relagiio a uma
base ordenada é semelhante ao conceito de matriz de um operador
linear em relagio a uma base ordenada. Do mesmo modo que para
operadores lineares, estaremos interessados no que acontece & ma-
triz que representa uma forma bilinear, ao passarmos de uma base
ordenada a outra. Entdo, suponhamos que ® = {a1,..., 0.} €
® = {ai,...,ar} sejam duas bases ordenadas de ¥ e que f
seja uma forma bilinear sdbre V. Como se relacionam as matrizes
[flg e [flg'? Bem, seja P a n X n matriz (inversivel) tal que

[elg = Plalg
para todo « em V. Em outras palavras, definimos P por
o T Pja,
f=1
Para vetores arbitrdrios «, 8 em V
fla, 8) = [a)alflalbls

= (P[?‘]tB')!U](BP (8],
= {a]e(pdflaPBla'.
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Pela definigiio e unicidade da matriz que representa f em relagio &
base ordenada ®’, devemos ter

(9-4) - fler = P{flaP.

Exemplo 4. Seja V o espago vetorial R?, Seja f a forma bilinear
definida sObre a = (x1, x2) ¢ 8 = (y1, y2) por

fla, 8) = xiy1 + xiy2 + x2y1 + xape.

fla, B) = [x1, x2] [: i] Bi]

e entdo a matriz de f em relagio a4 base ordenada candnica

® = {e, e} €
{fls = “ {]

Seja ® = {¢}, ¢;} a base ordenada definida por ¢ = (1, —1,)
¢t = (1, 1). Neste caso, a matriz P que transforma as coordena-

das de ®’ para & ¢
~| 11
P = [—l 1]'

g = [PflaP

Ora,

Assim

It
i 1
i)
_ L
g
—
ot
M
I
—
Pk
]

I
OC:)} P p—
o
e

O que isto significa € que, se exprimirmos os vetores o ¢ 8 por meio
de suas coordenadas em relagdo 4 base ®’, digamos

a = xie] + xieh, B .= ylel + yheh

entio
Sla, 8) = 4xiya.

_ Uma conseqtiéncia da férmula (9-4) da mudanga de base é a
seguinte: Se 4 ¢ B sdo n X n matrizes Que representam a mesma
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forma bilinear sdbre ¥ em relagéo a bases ordenadas (possivelmente)
diferentes, entiio 4 e B tém o mesmo pdsto. De fato, se P € uma
n X n matriz inversivel ¢ B = P'AP, € evidente que 4 ¢ B t€m o
mesmo pdsto. Isto torna possivel definir o pdsto de uma forma bili-
near sdbre ¥, como sendo o pdsto de qualquer matriz que repre-
sente a forma em relagio a uma base ordenada de V.

E desejével dar uma definigio mais intrinseca do pdsto de uma
forma bilinear. Isto pode ser feito como segue: Suponhamos que f
seja uma forma bilinear sdbre o espago vetorial V. Fixando um ve-
tor « em V, f(, 8) é lincar com uma fungdo de 8. Desta maneira,
cada « fixo determina um funcional linear sébre V; indique &ste
funcional linear por L/{«). Repetindo, se o € um vetor em V, entédo
LAa) é o funcional linear sdbre V cujo valor em qualquer vetor 8
¢ f(a, 8). Isto nos d4 uma transformagio « — L,{a) de V no espago
dual ¥*. Como

flcay + az, B) = ¢fleu, B) + flaz, B)
vemos que
Lf(Cal + a2) = cLdar) + L)

isto &, L, é uma transformagio linear de V em V*,

De maneira semelhante, f determina uma transformag@o linear
R; de ¥V em V*. Para cada 8 fixo em V, f(a, 8) € linear como uma
funcdo de «. Definimos R{8) como sendo o funcional linear sdbre
V cujo valor no vetor « € f(a, 8).

Teorema 2. Seja f uma forma bilinear sébre o espago vetorial V
de dimensdo finita. Sejam Ly e R, as transformagoes lineares de V
em V* definidas por (LicXB) = fla, 8) = (RiB)e). Entdo pdsto
(L¢) = pdsto (Ry).

Demonstra¢do. Pode-se fazer uma demonstragio déste teorema
que seja ‘“independente de coordenadas”. Tal demonstragio ¢ se-
melthante A4 demonstracio (na Segdo 3.7) de que o pdsto-linha de
uma matriz é igual ao seu pdsto-coluna. Entdo, faremos aqui uma
demonstragio que comega tomando um sistema de coordenadas
(base), utilizando depois o teorema “pOsto-linha igual a pdsto-co-
luna”,

Para demonstrar que posto (Ly) = posto (R,) bastard demons-
trar que L; ¢ R; tém a mesma nulidade. Seja & uma base ordenada
de Ve seja A = [flg. Se « ¢ 8 sfo vetores em ¥V, com matrizes de
coordenadas X ¢ Y em relacio 2 base ordenada ®, entéo f(a, 8) =
= X'AY. Ora, R/8) = O significa que f(a, 8) = 0 para todo « em
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V, isto €, que X'AY = 0 para tdda n X 1 matriz X. A (ltima con-
digdo diz simplesmente que 4Y = 0. A nulidade de R, € portanto
igual & dimensdo do espago das solugdes de AY = 0.

Analogamente, L{a) = O se, e sdmente se, X'4Y = 0 para
tdda n X 1 matriz Y. Assim, « estd no niicleo de L; se e sdmente
se X'A = 0, isto €, 4'X = 0. A nulidade de L, é portanto igual 2
dimensdo do espago das solugdes de 4'4 = 0. Como as matrizes
A e A' t€m o mesmo pbsto-coluna, vemos que

nulidade (L;) = nulidade (R/).

Definiciio. Se f ¢ uma forma bilinear sébre o espago V de dimen-
sdo finita, o posto de f é o inteiro r = pésto (L) = pésto (Ry).

Coroldrio 1. O pdsto de uma forma bilinear ¢ igual ao pésto
da matriz da forma bilinear em relacdo a qualquer base ordenada.

Corolédrio 2. Se f é wuma forma bilinear sébre o espaco vetorial
n-dimensional V, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) posto (f) = n.
(i) Para cadae ndo-nuloemV, existe umBem V tal que f(a, B)  O.
(iti) Para cada B néiio-nuloemV, existe um o em V tal que f(a, 8) 7 Q.

Demonsiragdo. A afirmagio (ii) diz simplesmente que o nicleo
de L, € o subespago nulo. A afirmagio (iii) diz que o niicleo de R,
€ 0 subespago nulo. As transformagdes lineares L, e R, tém nulidade 0
s¢, e sdmente se, elas t8m o mesmo pdsto n, isto €, se, e sdmente
se, posto (f) = n.

Definiciio. Uma forma bilinear f sébre um espago vetorial V é
dita niio-degenerada (ou nilo-singular) se satisfaz as condigdes (ii) e
(iii) do Coroldrio 2.

Se ¥V € de dimensdo finita, entdo f € ndo-degenerada, desde que f
satisfaga qualquer uma das trés condigdes do Coroldrio 2. Em par-
ticular, f € ndo-degenerada (ndo-singular) se, e sdmente se, sua ma-
triz em relagdo a alguma (tdda) base ordenada de ¥ é uma matriz
ndo-singular,

Exemplo 5. Seja ¥V = R" e seja f a forma bilinear definida sdbre
a = (xls---’xﬂ) e =0,..., y») por
f(as 6) =Xy + ...+ XaYno

Entdo f € uma forma bilinear ndo-degenerada sdbre R*. A matriz
de f em relagio & base ordenada candnica é a n X 7 matriz unidade:

X, Y) = X*Y.
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Esta f € usualmente denominada o produto escalar, O leitor prova-
velmente tem familiaridade com esta forma bilinear, pelo menos
no caso # = 3. Geometricamente, o niimero f{a, 8) € o produto
do comprimento de a pelo comprimento de 8 e pelo cosseno do
angulo entre « e 8. Em particular, f(a, 8) = 0 se, e somente se, os
vetores @ ¢ B sdo ortogonais (perpendiculares).

Exercicios

1. Quais das seguintes funcdes f, definidas sdbre vetores o« = (x,, x,) e
8 = (y1, y.) em R+ sio formas bilineares?

@) fla, B) = 1; _

(b) f(a’ ﬁ) = (xl. — J”'l)= + KV,

© fley B) = (x1 + y,)* — (xy — y1)7;
(d} f(an ﬂ) = XN ¥Y: — X,

2. Seja fa forma bilinear sdbre R2 definida por

f((xl) y-‘l)s {xh }’z)) = Xi©n + X1V
Determinar a matriz de fem relagio a cada uma das seguintes bases:

{(1, 0)3 (09 1)} H { Is _1)s {ly 1)} L] {lr 2)3 (39 4)}°

3. Seja ¥ o espago das 2 X 3 matrizes sdbre R e seja fa forma bilinear
sébre ¥ definida por f(X, y) = trago (Xt'AY), onde

_ 11 2
4 = [3 4
Determinar a matriz de f em relagio i base ordenada
{E“, El’, EH, E“‘, Esz E:a}

onde Ei/ € a matriz cujo unico elemento nfio-nulo é um 1 na linha 7 e co-
luna ;.

4. Descrever explicitamente tddas as formas bilineares f s6bre R: com a
propriedade de que f(e, B) = f(8, a) para todos «, 8.

S. Descrever as formas bilineares sobre R3 que satisfazem f(a, §) = — f(8, )
para todos «, 8. '

6. Seja n um inteiro positivo € seja ¥ o espaco das # X i matrizes sGbre o
corpo dos numeros complexos. Mostrar que a equagio

f(A4, B) = ntr (AB) — tr (A) tr (B)

define uma forma bilinear fsdbre B, E verdade que f(A, B) = f(B, A) para
todas 4, B?

7. Seja fa forma bilinear do Exercicio 6. Mostrar que f ¢ degenerada (f
ndc € nio-degenerada), Seja V', o subespago de V' formado pelas matrizes
de trago O e seja f; a restrigio de fa V.. Mostrar gue f; é niio degenerads.

8. Seja fa forma bilinear definida no Exercicio 6 e seja ¥, o subespago
de V formado por t3das as matrizes 4 tais que trago (4) = O e 4* = —4,
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(A* ¢ a transposta conjugada de A4.) Indiquemos por f. a restrigio de [ a
V.. Mostrar que f; ¢ negativa definida, isto €, que f{4, A) < O para toda
A ndo-nula em V,,

9. Seja fa forma bilinear definida no Exercicio 6. S¢ja W o conjunto das
matrizes 4 em V tais que f(A4, B) = O para tdda B. Mostrar que W é um
subespago de V. Descrever W explicitamente e deferminar sua dimens&o.

10. Seja f uma forma bilinear sdbre um espago vetorial ¥ de dimensdo fi-
nita. Seja W o subespaco formado pelos 8 tais que f(e, 8) = 0 para todo .
Mostrar que

posto (f) = dim ¥ — dim W.

Usar éste resultado e o resultade do Exercicio 9 para calcular o pdsto da
forma bilinear definida no Exercicio 6.

11. Seja fuma forma bilinear sdbre um espaco vetorial V' de dimensdo fi-
nita. Suponhamos que V1 seja um subespago de ¥ com a propriedade de
que a restrigio de fa V. seja ndo-degenerada. Mostrar que pdsto (f) 2 dim
V.

12. Sejam fe g formas bilineares sdbre um espago vetorial ¥ de dimenséo
finita. Suponhamos que g seja ndo-singular. Mostrar que existem operado-
res lineares 7,, T, sdbre ¥V tnicos, tais que

f(aa B) = g(Tlas Ia) g(a) T&B)

para todos «, B.

13, Mostrar que o resultado do Exercicio 12 ndo € necessariamente valido
se g ¢ singular.

14. Seja f uma forma bilinear sdbre um espago vetorial ¥ de dimenséio fi-
nita. Mostrar que f pode ser expresso como um produto de dois funcionais
lineares (isto é, fia, 8) = L.(x)LAB) para L, L. em V*) se, e somente se,
f tem posto. 1.

9.2 Formas Bilineares Simétricas

O propésito principal desta segio € responder 2 seguinte per-
gunta: Se f é uma forma bilinear sdbre o espago vetorial V' de di-
mensdo finita, quando é que existe uma base ordenada & de ¥, em
relagiio & qual f é representada por uma matriz diagonal? Vamos
demonstrar que isto & possivel se, e sdmente se, f é uma forma bi-
linear simétrica, ou seja, f(a, 8) = f(B, @). O teorema serd demons-
trado apenas para o caso do corpo de escalares ser um subcorpo
dos nimeros complexos. O leitor informado verd que basta o corpo
F de escalares ter caracteristica zero, isto é, que, se n € um inteiro
positivo, a soma 1 4 ... + 1 (n vézes) em F ndo € 0.

Definicio. Seja f uma forma bilinear sébre o espago vetorial V.
Dizemos que f é simétrica se f(a, 8) = (8, a) para todos osvetores a, 8
em V. |
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Se V é de dimensdo finita, a forma bilinear f € simétrica se, e
sdmente se, sua matriz 4 em relagéio a alguma ou (t6da) base orde-
nada € simétrica, isto é, A* = A. Para ver isto, perguntamos quando
é que a forma bilinear

f(X, Y) = X'AY

é simétrica. Isto acontece se, e sdbmente s¢, X'AY = Y'AX para tddas
matrizes-colunas X e Y. Como X’'AY é uma 1 X | matriz, temos
X'AY = Y'A'X. Assim, f é simétrica se, e somente se, Y'A'X = Y'AX
para tddas X, Y. Evidentemente, isto significa apenas que 4 = 4 ¢,
Em particular, deve-se notar que se existir uma base ordenada de V
em religio A qual f seja representada por uma matriz diagonal,
entfio f € simétrica, pois qualquer matriz diagonal é uma matriz si-
métrica.

Se f € uma forma bilinear simétrica, a forma quadratica associa-
da a f é a fungdo ¢ de ¥ em F definida por

qla) = fla, a).

Se F é um subcorpo do corpo dos mimeros complexos, a forma bili-
near simétrica f é completamente determinada por sua forma qua-
drética associada, de acdrdo com a identidade de polarizaciio.

9-5) fle, B) = igla + B) — ig(a — B).

A demonstragio de (9-5) requer apenas célculos de rotina, que omi-
tiremos. Se f ¢ a forma bilinear do Exemplo 5, ou seja, o produto
escalar, entiio a forma quadrética associada é

q(x],--.,xn)= x§+---+x3.

Em outras palavras, g(a) é o quadrado do comprimento de a. Para
a forma bilinear f,(X, Y) = X'4Y, a forma quadrédtica associada ¢

7,(X) = X'AX = T Ayxix;
LY

Uma classe importante de formas bilineares simétricas consiste
dos produtos intermos sdbre espagos vetoriais reais, discutidos no
Capitulo 8. Se ¥ &€ um espago vetorial real, um produto interno sd-
bre V é uma forma bilinear simétrica f sébre ¥ que satisfaz

(9-6) fla,a) >0 se a = 0.

Uma forma bilinear que satisfaz (9-6) é dita positiva definida. As-
sim, um produto interno sfbre um espago vetorial real € uma forma
bilinear simétrica positiva definida sbre aquéle espago. Notemos
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que um produto interno é ndo-degenerado. Dois vetores a, 8 sdo
ditos ortogonais em relagio ao produto interno f se fla, 8) = 0.
A forma quadréitica @(@) = f{a, a) toma apenas valores nio-nega-
tivos e g(a) € usualmente considerado como sendo o quadrado do
comprimento de a. Evidentemente, &stes conceitos de comprimento
¢ ortogonalidade se originam do exemplo mais importante de pro-
duto interno — o produto escalar do Exemplo 5.

Se f € uma forma bilinear simétrica sdbre um espago vetorial V,
€ conveniente aplicar um pouco da terminologia de produtos internos
af E particularmente conveniente dizer que « ¢ 8 sdo ortogonais
em relagdo a f se f(a, 8) = 0. Ndo € aconselhdvel considerar f(e, a)
como sendo o quadrado do comprimento de a; por exemplo, se V é
um espago vetorial complexo, podemos ter fle, @) = v —1, ou

-num espago vetorial real fa, ) = —2.

Passamos agora ao teorema fundamental desta segdo. Ao ler a
demonstragdo, o leifor deverd achar itil pensar no caso particular
em que V € um espago vetorial real ¢ f é um produto interno so-
bre V.

Teorema 3. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sébre
um subcorpo do corpo dos niimeros complexos e seja f uma forma bi-
linear simétrica sébre V. Entdo existe uma base ordenada de V em
relagdo a qual f é representada por uma mairiz diagonal.

Demonstragdo. O que precisamos encontrar é uma base ordenada
B = {a1,...,a,.}

tal que flai, o)) = O para i % j. Se f = 0 oun = 1, o teorema ¢
Obviamente verdadeiro. Assim, podemos supor f 0 e n > [. Se
fla, a) = 0 para todo « em ¥V, a forma quadritica associada g ¢
idénticamente 0 e a identidade de polarizagdo (9-5) mostra que f = 0.
Assim, existe um vetor « em V tal que f(a, @) = gla) # 0. Seja W
0 subespago unidimensional de ¥ que é gerado por « ¢ seja W* o
conjunto dos vetores § em V tais que f(a, ) = 0. Afirmamos ago-
ra que ¥V = W @ W*. Certamente os subespagos W e W' sio
disjuntos. Um vetor tipico em W é ca, onde ¢ é um escalar. Se ca
estd também em W*, entdo f(ce, ca) = c%f(a,a) = 0. Mas f(a, a) # 0,
logo ¢ = 0. Além disso, todo vetor em V¥ é a soma de um vetor
em W e um vetor em W* De fato, seja y um vetor arbitrdrio em
V e coloquemos |

= S
YT flema) ™
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Entao
_ St @) . w
f(O!, ﬁ) --f(o:, T) - f(a, a)f( ] )

e como f € simétrica, f(a, 8) = 0. Portanto, 8 estd no subespago W™,
A expressao

f(’h a)
f(a’ a)

nos mostra que V = W 4+ W
A restricio de fa W* é uma forma bilinear simétrica s8bre W*

Como W, tem dimensdio (n — 1), podemos supor, por indugio,
que W* possua uma base {az,..., a,} tal que

f((!{,a_j)=0, l?éj (1225122)

Colocando a; = «, obtemos uma base {a,..., a.} de ¥ tal que
(@i, aj) = 0 para i # j.

S Corolério. Seja F um subcorpo do corpo dos nimeros complexos

e seja A uma n X n matriz simétrica sébre F. Entdo existe umn X n
matriz inversivel P sobre tal que P*AP seja diagonal.

No caso de Fser o corpo dos niimeros reais, a matriz inversivel P
neste corolario pode ser escolhida de modo a ser uma matriz orto-
gonal, isto é, P' = P~1, Em outras palavras, se 4 é uma n X n
matriz simétrica real, existe uma matriz ortpgonal real P tal que
P'AP seja dlagonal contudo, isto ndo € nada evidente a partir do
que fizemos acima (ver Capitulo 8).

a + 8

Teorema 4. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sébre
0 corpo dos numeros complexos. Seja f uma forma bilinear simétrica
sobre V que tenha pdsto r. Entdo existe uma base ordenada

= {B1,..., 8.} de V tal que
(i) a matriz de f em relagdo @ base ordenada B é diagonal,

] .f = 1
(11) S8, B) = {0 ji>r
Demonstracao. Pelo Teorema 3, existe uma base ordenada
fai, ..., a,} de V tal que
flei, @) = O para i # j.

Como f tem pOsto r, sua matriz em relagio & base ordenada
fer, ..., o} também o tem. Assim, precisamos ter f(a;, a;) 7 0
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para exatamente r valores de j. Reordenando os vetores «;, podemos
admitir que

fla, @) #0, j=1,...,r

Usemos, agora o fato de que o corpo de escalares € o corpo dos
niimeros complexos. Se v f(aj, oj) indica uma raiz quadrada com-
plexa qualquer de f(a;, a;) e se colocarmos

I
8, = { “flaja) ™

LI7Y )’ >

F=1,....r

a base {Bi, ..., 8.} satisfard as condigdes (i) e (ii).

Evidentemente, 0 Teorema 4 é vilido se o corpo de escalares
€ um subcorpo qualquer do corpo dos niimeros complexos, no qual
todo elemento possua uma raiz quadrada. N&o € vélido, por exem-
plo, quando o corpo de escalares € o corpo dos mimeros reais. So-
bre o corpo dos nimeros reais, temos o seguinte substituto para o
Teorema 4.

Teorema 5. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sdbre o
corpo dos nimeros reais e seja £ uma forma bilinear simétrica sébre
V gue tenha pésto t. Entdo existe uma base ordenada {8, ..., Ba}
de YV em relacdo a qual a matriz de f é diagonal e tal que

fBiB)==x1, j=1...,r

Além disso, o niimero de vetores B; da base para os quais f(8;, 8;) = 1
¢ independente da escolha da base.

Demonstracdo. Existe uma base {ay, ..., a,} de V tal que

flai, @) =0, @]
flaj,a5) %0, 1< j<r
f(ajs O.’_;‘) = Os .’ > F

Seja B = |floy, )" Py, 1< j<
Bi=wa, j>r
Entdo {8, ..., 8.} ¢ uma base que tem as propriedades enunciadas.

Seja p o mimerode vetores 8; da base para os quais f(8;, 8;) = 1;
precisamos mostrar que o nimero p € independente da particular
base que tomemos satisfazendo as condicdes acima. Seja V* o
subespaco de ¥ gerado pelo vetores 8; da base para os quais f(8;,
B;) = 1, e seja ¥V~ o subespago gerado pelos vetores 8; da base
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tais que f(8;, 8;) = —1. Ora, p = dim V*, logo o que precisa-
mos demonstrar é a unicidade da dimensio de ¥+. E fécil ver que
se @ é um vetor ndo-nulo em V7, entdo f(a, o) > 0; em outras pa-
lavras, f é positiva definida s6bre o subespago V'*. Analogamente,
se « é um vetor nio-milo em V-, entdo flo, a) < 0, isto &, f € ne-
gativa definida s8bre o subespago V~. Seja agora V* o subespago
gerado pelos vetores §; da base para os quais f(8;, 8;) = 0. Se a
estd em V*, entdo f(a, 8) = 0 para todo Sem V.

Como {81,..., 8.} € uma base de ¥V, temos

V=Vte Vyr & V.

Além disso, afirmamos que se W é um subespago arbitrario de V
sdbre o qual f seja positiva definida, entio os subespagos W, V-
e V* siio independentes. De fato, suponhamos que a esteja em W,
Bem V=, yem V' e que a + 8 + v = 0. Entdo

0= fleya+ 8+ 7v) = flo, @) + flo, 8) + fle, v)
0 = f(B, o + B +7) = (B, ) + f(8, B) + f(B, 7).

Como v estd em V*, fla, v) = f(B, v) = 0: como f é simétrica,
obtemos

0 =f(a9a) +f(asg)
0 = f(8, 8) + fle. B)

logo fle, @) = f(8, B). Como fle, B) >0 ¢ f(8, 8) < 0, segue que
fla,a) = f(8,8) = 0.

Mas f € positiva definida s6bre W e negativa definida sdbre V-
Concluimos que « = 8 = 0, e portanto que v = 0 também.
Como

V=VvteVv oV

e W, V-, V* siio independentes, vemos que dim W < dim ¥+
Isto é, se W € um subespago arbitrario de V sdbre o qual f € posi-
tiva definida, a dimensdo de W nio pode exeder a dimens&o de V',
Se ®; € uma outra base ordenada de V que satisfaz as condigdes
do teorema, teremos subespagos correspondentes Vi, Vi e Vi,
o argumento acima mostra que dim Vi < dim V*. Invertendo o
argumento, obtemos dim V1 < dim V{ e, conseqiientemente,

dim v+ = dim V7.

Existem diversos comentdrios que devem ser feitos acércd da
base {8i,...,8.} do Teorema 5 e dos subespagos associados
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Vt, ¥~ e ¥'. Primeiro, notemos que ¥* é exatamente o subespaco
dos vetores que sio “ortogonais” a todo espago V. Observamos
acima que V* estd contido neste subespago; mas,

dim V* = dim ¥V — (dim ¥+ + dim V=) = dim ¥ — pbsto (f)

portanto, todo vetor « tal que f(e, 8) = 0 para todo 8 deve estar
em V. Assim, o subespago V' & tnico. Os subespagos F+ e V-
nédo sdo unicos; contudo, suas dimensdes sio unicas. A demonstra-
¢80 do Teorema 5 nos mostra que dim ¥+ € a médxima dimensdo
possivel para qualquer subespago sbre o qual f seja positiva de-
finida. Analogamente, dim ¥~ é a méxima dimensio de qualquer
subespago sbbre o qual f seja negativa definida. E claro que

dim ¥+ + dim ¥~ = pésto (f).
O ndmero
dim v+ — dim V-

freqlientemente € denominado a assinatura de f. Ela é introduzida
porque as dimensdes de ¥Vt ¢ V¥~ sdo facilmente determinadas a
partir do pdsto de f ¢ da assinatura de f.

Talvez devamos fazer um comentério final a respeito da relagio
entre formas bilineares simétricas sébre espagos vetoriais reais e
produtos internos. Suponhamos que ¥ seja um espago vetorial real
de dimensdo finita e que V3, V3, V3 sejam subespagos de ¥ tais que

V=V &Vs & Vs

Suponhamos que f1 seja um produto interno sdbre ¥, e fa seja um
produto interno s6bre V.. Podemos entdo definir uma forma bili-
near simétrica f s6bre ¥ como segue: Se «, 8 sio vetores em V., entdo
podemos escrever

a =ar taxtazef =6 + B2+ By
com «; € B; em V,. Seja
fla, B8) = filar, 1) — falaz, 3 ).

O subespago V* para f serd V;, V; é um V' conveniente para f e
Ve € um V- conveniente. Uma parte do enunciado do Teorema 5
€ que tdda forma bilinear simétrica sbbre ¥V surge desta maneira.
O contevdo adicional do teorema é que um produto interno é re-
presentado em relagiio a alguma base ordenada pela matriz unidade.
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Exarciclos

1. As seguintes expressdes definem formas quadrdticas g sbre Rz De-
terminar a forma bilinear simétrica f correspondente a cada ¢,

(8) axi;
(b} bx,x,
(c) ex3;
(d) 2x] ~ Fx,xq;
8;)) ;i + 9):’.';2
X1 Xg — X3,
(8) 4x2 + 5x1x, — 3x§.

2. Determinar a matriz, em relagdo A base ordenada candnica, ¢ o pdsto
de cada uma das formas bilineares do Exercicio 1, Indicar quais formas sfio

nfio-degeneradas,

3. Seja q(x,, x;) = ax{ + bx;x, + cx} a forma quadrdtica associada a
uma forma bilinear simétrica fs8bre R?, Mostrar que f é nio-degenerada
se, ¢ somente se, b = dac = 0.

4. Seja V' um espago vetorial de dimensdio finita s8bre um subcorpo F do
corpo dos mimeros complexos ¢ seja S o conjunto das formas bilineares
simétricas sdbre V.

(a) Mostrar que S € um subespago de L(V, V, F).
(b) Determinar dim S.
Seja O o conjunto de tddas as formas quadréticas sbbre V.
(¢} Mostrar que Q € um subespago do espaco de tbdas as fungBes de

V em F.
(d) Descrever explicitamente um isomorfismo 7 de Q em S, sem re-

feréncia a qualquer base.
(e) Seja U um operador linear sdbre ¥ e ¢ um elemento de Q. Mos-
trar que a equaglio (U'gXa) = g{Ux) define uma forma quadrética Uy

sObre V.
(f) Se U € um operador linear s8bre V, mostrar que a fungfio U* de-

finida na parte (¢) é um operador linear sdbre Q. Mostrar que U* ¢ inver-
sivel se, e sdmente se, U € inversivel.

8. Seja ¢ a forma quadrdtica sObre R® dada por
q(xy, X3) = axi + 2bxyxy + cxi, a # 0,
Determinar um operador linear U sdbre R? tal que

(Utg(xy, xg) = axi + (c — g) X3

(Sugestdo. Para determinar U-! (e portanto U), completar o gquadrado. Para
a definiglio de U, ver a parte (¢) do Exercicio 4.)

6. Seja ¢ a forma quadrética sdbre R? dada por
g(xy, Xg) m 2bx,x,.
Determinar um operador linear inversivel U sdbre R® tal que
(UtgX(x1, X3) = 2bx3 — 2bx3.
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7. Seja ¢ a forma quadrdtica sébre R" dada por
@(xy, X3, X3) = X1X5 4 2X,% + X5
Determinar um operador linear inversivel U sObre R® tal que
(U'gXx1, X3, Xa) = X3 — x1 + x3.

(Sugestdlo. Exprimir U como um produyto de operadores semelhantes hqueles
usados nos Exercicios 5 e 6.) '

8. Sejrn A uma n X n matriz simétrica sdbre R e seja ¢ a forma quadré-
tica sObre R dada por

G(X355::, Xa) = T Agxix,.
Wi

Generalizar o método usado no Exercicio 7 para mostrar que existe um ope-
rador linear inversivel U sdbre R» tal que

(UtgXxty.ooy Xa) = 2 lc‘-x’}
!-

ondec; €1, —1ou0,i=1...,n

9, Seja fuma forma bilinear simétrica sGbre R~ Usar o resultado do Exer-
cicio 8 para demonstrar a existéncia de uma base ordenada @& tal que [flg
seja diagonal.

10. Seja ¥ o espago vetorial real das 2 X 2 matrizes hermitianas (comple-
xas), isto €, 2 X 2 matrizes complexas A que satisfazem A;; = A;..

(a) Mostrar que a equagiio ¢(4) = det A define uma forma quadré-
tica ¢ sdbre V.

(b) Seja W o subespago de V formado pelas matrizes de trago 0. Mos-
trar que & forma bilinear f determinada por ¢ é negativa definida sdbre o
subespaco W,

11. Seja ¥ um espago vetorial de dimensfio finita ¢ f uma forma bilinear
simétrica nio-degenerada sdbre ¥, Mostrar que para cada operador linear
T sObre V existe um tnico operador T sbbre V tal que f(Tw, §) = fla, T°8)
para todos «, 8 em V. Mostrar também que

(T, T,) = T3T,
Ty + e3Ty) = ¢, T + caT3
(T = T.

Quanto disto acima continua vdlido sem a hip6tese de que f¢é nio-degenerada?

12. Seja F um corpo e V o espago das #n X 1 matrizes s6bre F, Suponhamos
que A4 seja uma 2 X n matriz fixa sObre F ¢ fseja a forma bilinear sbbre
V definida por fiX, Y) = X'4Y. Suponhamos que f seja simétrica e néo-
-degenerada. Seja B uma n X n matriz sdbre F e T o operador linear sb-
bre ¥ que leva X em BX. Determinar o operador 7 do Exercicio 11.

13. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdio finita e fuma forma bilinear
simétrica nfo-degenerada sdbre V. Associado & f existe um isomorfismo
“natural” de ¥ no espago dual V'*, sendo &ste isomorfismo-a transforma-
¢lo L, da Se¢iio 9.1. Usando L;, mostrar que paracadabase ® = {ay,.., aa}
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- de V' existe uma Unica base &’ =.{aj,...,ar} de V tal que flo;, &) = ;.
Mostrar entfio que para todo vetor « em ¥ temos

a = Z fla, aa: = I fla, aet.

14. Sejam V, £, B e ®’ como no Exercicio 13. Suponhamos que 7 seja um
operador linear sdbre ¥ e que T” seja o operador que fassocia a T, como
no Exercicio 11. Mostrar que

(8) [T)g = [Tl
(b) trago (T) = trago (1) = 2 f{Tai, o).

15. Sejam V, f, @ e &’ como no Exercicio 13. Suponhamos que | flg = A
Mostrar que

af = (A Ve = Z (A )50
i ]

16, Seja F um corpo € V o espago das # X 1 matrizes sdbre F. Suponha-
mos que A seja uma # X 7 matriz simétrica inversivel sdbre F e que f seja
a forma bilinear sGbre ¥ definida por f(X, Y) = XtAY. Seja P uma n X »n
matriz inversivel sdbre F e ® a base de V formada pelas colunas de P. Mos-
trar que a base ®' do Exercicio 13 consiste das colunas da matriz 4-1(P1),

17. Seja ¥ um espago vetorial de dimensio finita sébre um corpo F e fuma
forma bilinear simétrica sbbre V. Para cada subespago W de V, seja W* o
conjunto dos vetores « em ¥V tais que fla, 8) = O para todo 8 em W. Mos-
trar que

(a) W* é um subespaco;

b ¥V = {0}

(c) ¥1 = {0} se, ¢ somente se, f é nio-degenerada;
(d) posto (f) = dim ¥*,;

(¢) sedim V = nedim W = m, entio W* > n —m

(Sugestdo, Seja {B:,..., 8} uma base de W e consideremos a aplicacio

o — (f(a) ﬂl)r “eey f(as am))
de ¥V em F~);
(f) a restricio de fa W é n#o-degenerada se, e sOmenie se,
W W= {0};

8 V = W @ W' se, e sdmente se, a restricio de fa W é ndo-dege-
nerada.

18. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sébre C e f uma forma
bilinear simétrica n&o-degenerada sdbre ¥, Demonstrar que existe uma base
® de ¥ tal que ® = ®. (Ver o Exercicio 13 para uma definigio de &)

9.3 Formas Bilineares Anti-Simétricas

Em t6da esta secio V serd um espago vetorial sdbre um subcorpo
F do corpo dos niimeros complexos. Uma forma bilinear f sébre ¥
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¢ dita anti-simétrica se f(a, 8) = —f(8, a) para todos os vetores a, 3
em V. Demonstraremos um teorema concernente & simplificagio
da matriz de uma forma bilinear anti-simétrica s6bre um espago V
de dimensdo finita. Primeiro faremos algumas observagdes gerais.

Suponhamos que f seja uma forma bilinear arbitrdria sbbre V.
Se fizermos

8(e, B) = ;1f(e, B) + f(8,a)]
e, B) = ;[f(e, 8) — f(8, )|

entéio € fécil verificar que g é uma forma bilinear simétrica sdbre ¥
¢ h € uma forma bilinear anti-simétrica s8bre V. Além disso f=g + A.
Ainda mais, esta expressdo de f como a soma de uma forma bilinear
simétrica ¢ uma anti-simétrica € Wnica. Assim, o espago L(V, ¥, F)
¢ a soma direta do subespago das formas simétricas e o subespaco
das formas anti-simétricas. -

Se V € de dimensdo finita, a forma bilinear f é anti-simétrica se,
e somente se, sua matriz 4 em relagéio a alguma (ou tdda) base orde-
nada € anti-simétrica, 4* = -—A4. Isto é demonstrado da mesma ma-
neira como se demonstra o fato correspondente sbbre formas bili-
neares simétricas. Quando f € anti-simétrica, a matriz de f em relagéo
a _qualquer base ordenada terd todos os seus elementos diagonais
-nulos. Isto corresponde exatamente d observagiio de que fla,a) = 0
para todo « em V, uma vez que f(a, a) = —f(a, a).

Suponhamos que f seja uma forma bilinear anti-simétrica nio-
nula sdbre ¥. Como f » 0, existem vetores o, 8 em F tais que
fla, 8) # 0. Multiplicando a por um escalar conveniente, podemos
supor que f(a, 8) = 1. Seja v um vetor arbitrdrio no subespago ge-
rado por « e 8, digamos, v = ca + dB. Entdo

[, @) = flea + dB,a) = df(B,0) = —d
SO, 8) = flca + dB,B) = cf(e,8) = ¢

e entio
-7 v = flv, Bl — fly, )8,

Em particular, notemos que « e 3 séo, necessariamente, linearmente
independentes; de fato, se v = 0, entdo f(o, @) = f(v,8) = 0.

Seja W o subespago bidimensional gerado por « e 8. Seja W* o
conjunto dos vetores § em V tais que f(5,a) = f(5, 8) = 0, isto &,
o conjunto dos § tais que f(3, v) para todo v no subespago W. Afir-
mamos que ¥V = W @ W*. De fato, seja ¢« um vetor arbitrdrioem V e

vy = fle, B)a — fle, a)8
d

= ¢ — ¥.
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Entio v estd em W e § esti em W*, pois

f(é,a) =f(e _f(e’ﬁ)a + f(e,a)B,a)
= fle, @) + fle,)f(B,0).
= .

e, analogamente, f(3, 8) = 0. Assim, todo ¢ em V' € da forma ¢ =
= v -+ 8, comy em We dem W*, De (9-7) é evidente que WN W' =
= {0}, portanto V = W & W".

Ora, a restri¢io de f a W* € uma forma bilinear anti-simétrica
sdbre W*. Esta restrigio pode ser a forma nula, Se ndo o for, exis-
tirdo dois vetores o’ ¢ 8’ em W tais que f(o’, 8) = 1. Se indicarmos
por W’ o subespago bidimensional gerado por o € 8’, teremos

V=WoWaoWw

onde W, é o conjunto dos vetores & em W* tais que f(a', 8) =
f(8',8) = 0. Se arestrigio de f a Wynéo € a forma nula, podemos sele-
cionar vetores a’’, 8’ em Wy tais que f(a'’,8"') = 1, e entdo continuar.

No caso de dimensio finita, deveria estar evidente que obternos
uma seqiiéncia finita de pares de vetores,

(a1, B1), (a2, B2), ..., (ks Be)

com as seguintes propriedades:

) flepB)=1j=1 ...,k

(i) flai )} = fBiB8) = flei, Bj) = 0, i # J.

(iii) Se W; é o subespaco bidimensional gerado por «; e 8;, entdo
V = W1 @ R Wk ®W0

onde todo vetor em W € ‘ortogonal’ a todos «; e 8;, e a restrigio
de fa W, € a forma nula.

Teorema 6. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre um
subcorpo do corpo dos niimeros complexos e seja £ uma forma bilinear
anti-simétrica sobre V. Entdo o pdsto t de f é par e se r = 2k, existe
uma base ordenada de V em relacdo @ qual a matriz de f é a soma
direta da (n — r) X (n — r) matriz nula e k copias da 2 X 2 matriz

0 1].
—1 0
Demonstragdo. Sejam «, 81, . . ., o, Br vetores que satisfagam
as condigBes (i), (ii) e (iii) acima. Seja {ai, ..., v.} uma base or-

denada arbitraria do subespago Wo. Entdo
® = {als Blya2sﬁ2s ey aksﬁksTla rer s TS}
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¢ uma base ordenada de V. De (i), (ii) e (iii) é evidente que a matriz
de f em relagiio A base ordenada ® € a soma direta da (n — 2k) X
X (n — 2k) matriz nula e k cdpias da 2 X 2 matriz

(9-8) [_? {')]
Além disso, ¢ evidente que o pdsto desta matriz, e portanto o pdsto
de f, € 2k.

Uma conseqiiéncia disto acima € que se f € uma forma bilinear
anti-simétrica ndo-degenerada s6bre V, entdo a dimens3o de V deve
ser par. Se dim V = 2k, existe uma base ordenada {ai, 81, ...,

., ar, Be} de V tal que

fonty =P 1727

fleiv o) = f(Bi, B7) = O,

A matriz de f em relacdio a esta base ordenada é a soma direta de k
copias da 2 X 2 matriz anti-simétrica (9-8). Obtém-se uma outra
forma candnica para a matriz de uma forma anti-simétrica néo-
degenerada se, ao invés da base ordenada acima, considera-se a
base ordenada

{al, ey Qg ﬁ,(-., A ﬁl}

O leitor deverd achar facil verificar que a matriz de f em relagio &
iltima base ordenada € da forma em blocos

[ 3]

onde J é a £k X k matriz

0 0 i
0 1 0
i 0 0

Exercicios

1. Seja ¥ um espago vetorial sObre um corpo F. Mostrar que o conjunto
das formas bilineares anti-simétricas s6bre ¥ € um subespago de L(V, V, F).

2. Determinar todas as formas bilineares anti-simétricas sébre R3.
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3. Determinar uma base do espaco das formas bilineares anti-simétricas
sobre R».

4. Seja f uma forma bilinear simétrica C~ e g uma forma bilinear anti-si-
métrica sbbre C*. Suponhamos que f+ g = 0. Mostrar que f= g = 0,
8. Seja ¥ um espago vetorial n-dimensional sGbre um subcorpo F de C.
Demonstrar o seguinte: .

(a) A equacio (PfXa, B) = 3 fle, B) — 5 f(8, ) define um operador
linear P sb6bre L(V, V, F).

(¢) pbsto (P) = ’-f'("—z_rﬂ; nulidade (P) = @ZLQ

(d) Se U é um operador linear sobre ¥, a equagio (Utf)a, 8) = f(Ua, UB)
define um operador U sbbre L(V, V, F). _

(e) Para todo operador linear U, a proje¢io P comuta com Ut

6. Demonstrar um andlogo do Exercicio 11 na Segio 9.2 para formas bi-
lineares anti-simétricas ndo-degeneradas.

7. Seja f uma forma bilinear sdbre um espago vetorial V. Sejam L, ¢ Ry
as aplicagdes de ¥ em V* associadas a fna Segio 9.1, Demonstrar que f

€ anti-simétrica se, e somente se, L; = —R;.
8. Demonstrar um andlogo do Exercicio 17 na Segio 9.2 para formas anti-
-simétricas.

9, Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e L., L. funcionais lineares
sbbre V., Mostrar que a equacéo

fla. By = Li(a)LAB) —(B)LAa)
define uma forma bilinear anti-simétrica sfbre V. Mostrar que f = 0 se,
¢ somente se, L; e L, sfio linearmente independentes.

10. Seja ¥ um espago vetorial de dimensdo finita sobre um subcorpo do
corpo dos nimeros complexos ¢ f uma forma bilinear anti-simétrica so-
bre ¥, Mostrar que f tem pdsto 2 se, e sdmente se, existem funcionais li-
neares linearmente independentes L,, L., sGbre V tais que

fla, B) = Li(a)LAB) — La(B)LAa).

11. Seja f uma forma bilinear anti-simétrica arbitraria sdbre R3. Demons-
trar que existem funcionais lineares L,. L. tais que

fe, 8) = Ly(@)LAB) — Li(B)LAa),

12. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita sdbre um subcorpo do
corpo dos nimeros complexos ¢ sejam f, g formas bilineares anti-simétri-
cas sdbre V. Mostrar que existe um operador linear inversivel T sbbre V
tal que f(Ta, T8) = gla, 8) para todos «, 8 se, e somente se, fe g tém o
mesmo posto.

13. Mostrar que o resultado do Exercicio 12 ¢é valido para formas bili-
neares simétricas s6bre um espago vetorial complexo, mas nao ¢ vilido
para formas bilineares simétricas sObre um espago vetorial real.

9.4 Grupos que Conservam Formas Bilineares

Seja f uma forma bilinear sdbre o espago vetorial V e seja T
um operador linear sébre ¥, Dizemos que T conserva f se f(Ta, T8)=
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=fla, B) para todos a, 8 em V, Para quaisquer T e f, a fungio g de-
finida por g(e, B) = f(Ta, TB), como se vé faciimente, é uma forma
bilinear s6bre V. Dizer que T conserva f € simplesmente dizer que

= f. O operador idéntico conserva t6da forma bilinear. Se S e T
sd0 operadores lineares que conservam f, o produto ST também
conserva f; de fato, f(STa, STB) = f(Ta, TB) = f(a, B).

Em outras palavras, a colegdo de operadores lineares que conser-
vam uma dada forma bilinear € fechada em relagdo a formagio de
produtos (de operadores). Em geral, ndo se pode dizer muito mais
acérca desta colegiio de operadores; no entanto, se f é nao-degene-
rada, temos o0 que segue.

Teorema 7. Seja f uma forma bilinear ndo-degenerada sébre um
espago vetorial V de dimensdo finita. O conjunto dos operadores linea-
res sobre V que conservam f é um corpo em relacdo & operagdo de
composi¢ao.

Demonstragdo. Seja G o conjunto dos operadores lineares que
conservam f, Observamos que o operador idéntico estd em G e que,
sempre que S ¢ T estdo em G, o composto ST também estd em G.
A partir do fato de que f é nio-degenerada, demonstraremos que
todo operador T em G ¢ inversivel e que 7-' também estd em G.
Suponhamos que T conserve f. Seja @ um vetor no niicleo de T.
Entdo, para todo 8 em V, temos

He, 8) = f(Te, TB) = f(0, TB) = 0.

Como f € ndo-degenerada, o = Q. Assim, T € inversivel. Evidente-
mente 7-! também conserva f, pois

f(T7a, T718) = f(TT ', TT~'8) = f(e, B).

Se f € uma forma bilinear ndo-degenerada sbbre o espago V de
dimensdo finita, entio cadal base ordenada ® de V determina um
grupo de matrizes que “conservam” f. O conjunto de tidas as ma-
trizes [T]g, onde T € um operador linear que conserva f, serd um
grupo em relagdo a multiplicagio de matrizes. Existe uma descri¢io
alternativa déste grupo de matrizes, como segue. Seja 4 = U]@, de
modo que se a e B séio vetores em V com respectivas matrizes de
coordenadas X e¢ Y em relagio a ®, teremos

[, 8) = X'AY. |
Seja T um operador linear arbitrdrio sdbre V e M = [T]g. Entdo

S(Ta, TB) = (MX) A(MY)
= X(M'AM)Y.
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Conseqiientemente, T conserva f se, ¢ sdomente se, M'AM = A. Em
linguagem matricial, o Teorema 7 diz o seguinte: Se 4 é uman X n
matriz inversivel, o conjunto das n X n matrizes M tais que M‘AM =
=A ¢é um grupo em relagdo a multiplicagdo matricial. Se 4 = [flg,
entio M estd neste grupo de matrizes se, e somente se, M = [T]g
onde T é um operador linear que conserva f.

Antes de passarmos a alguns exemplos, fagamos mais uma obser-
vacdo. Suponhamos que f seja uma forma bilihear que seja simétrica.
Um operador linear T conserva f se, € somente se, T conserva a forma
quadtética

Q(a) = f(as a)
associada a f. Se T conserva f, certamente temos

9(Te) = f(Ta, Ta) = flo, a) = ¢la)

para tédo @ em V., Reciprocamente, como f € simétrica, a identidade
de polarizagdo

fla, 8) = igla + 8) — i9la — B)

nos mostra que 7T conserva f se ¢(Ty) = q(y) para cada y em V.
(Estamos supondo aqui que o corpo de escalares seja um subcorpo
do corpo dos numeros complexos.)

Exemplo 6. Seja V o espago R* ou o espago C". Seja f a forma
bilinear

fla,8) = Z x;p;
=1

ondea = (x1, ..., xa)e B8 =01, ..., yu). O grupo que conserva
f € denominado o grupo ortogonal (real ou complexo) n-dimensional.
O nome ‘grupo ortogonal’ é mais comumente aplicado ao grupo
associado de matrizes em relagio a base ordenada candnica. Como
a matriz de f em relagdo A base candnica € 7, €ste grupo consiste das
matrizes M que satisfazem M'M = [. Uma tal matriz M € dita uma
n X n matriz ortogonal (real ou complexa). Os dois # X n grupos
ortogonais sio usualmente indicados por O(n, R) e O(n, C). Eviden-
temente, o grupo ortogonal é também o grupo que conserva a forma
quadrética

gxt, ooy Xn) = x4+ ...+ X
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Exemplo 7. Seja f a forma bilinear simétrica sdbre R™ com
forma quadritica

p n
gx, ..., x) =2 x — Z xi.
i=1 J=r+1

Esta f é ndo-degenerada ¢ tem assinatura 2p — n. O grupo das matri-
zes que conservam uma forma déste tipo é denominado um grupo
pseudo-ortogonal. Quando p = n, obtemos o grupo ortogonal O(n, R)
como um tipo particular de grupo pseudo-ortogonal. Para cada um
dos n + I valores p = 0, 1, 2, ..., n, obtemos uma forma bilinear
diferente f; contudo, para p = k e p = n — k as formas sio uma
a oposta da outra e tém, portanto, 0 mesmo grupo associado. Assim,
quando n € impar, temos (n + 1)/2 grupos pseudo-ortogonais de
n X n matrizes e quando n é par, temos {n + 2)/2 désses grupos.

Teorema 8. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sébre o
corpo dos nimeros complexos e seja f uma forma bilinear simétrica
ndo-degenerada soébre V. Entdo o grupo que conserva f é isomorfo ao
grutpo ortogonal complexo O(n, C).

Demonstracdo. Obviamente, por um isomorfismo entre grupos,
queremos dizer uma correspondéncia bijetora entre seus elementos
que ‘conserva’ a operagio de grupo. Seja G o grupo dos operadores
lineares sdbre ¥ que conservam a forma bilinear f. Como f € simé-
trica e ndo-degenerada, o Teorema 4 nos diz que existe uma base
ordenada ® de ¥ em relagio a qual f € representada pela n X n
matriz unidade. Portanto, um operador linear 7" conserva f se, €
sOmente se, sua matriz em relagdo a base ordenada ® é uma matriz
ortogonal complexa. Logo

T — [Tle
¢ um isomorfismo de G em O(n, C).

Teorema 9. Seja V um espago vetorial n-dimensional sébre o corpo
dos niimeros reais e seja { uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada
sobre V. Entdo, o grupo que conserva f é isomorfo a um n X n grupo
pseudo-ortogonal.

Demonstragdo. Repetir a demonstragdo do Teorema 8, usando
o0 Teorema 5 em vez do Teorema 4.

Exemplo 8. Seja f a forma bilinear simétrica sdbre R* com
forma quadratica

g(x, p; 2, t) = 2 — x? — y? — 2%
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Um operador linear T sdbre R* que conserva esta forma bilinear
(ou quadrdtica) particular ¢ denominado uma transformaciio de
Lorentz e 0 grupo que conserva f é dito o grupo de Lorentz. Gosta-
riamos de dar um método para a descrigdo de algumas transforma-
goes de Lorentz. '

Seja H o espago vetorial real das 2 X 2 matrizes complexas A
que sejam hermitianas, 4 = A*. E fcil verificar que

cl)(x,y,Z,t) = [j;ifz '})i_ ;:z]

define um isomorfismo ® de R* no espago H. Por meio déste iso-
morfismo, a forma quadratica g é levada sGbre a fungdo determi-
nante, isto €,

_ I+ x y+ iz
Q(xsy)zsr)_ det[}’—fz t_z]
ou gle) = det & (a).

Isto sugere que podemos estudar as transformagdes de Lorentz sGbre
R* estudando operadores lineares sGbre R que conservam determi-

nantes.
Seja M uma 2 X 2 matriz complexa arbitraria e, para uma ma-

triz hermitiana A4, definamos
U(A) = MAM*,

Ora, MAM* também € hermitiana. A partir disto, € facil ver que
Uy é um operador linear (real) sébre H. Perguntamos quando é
que U, ‘conserva’ determinantes, isto é, det[U{A)] = det A para
cada 4 em H, Como o determinante de M* é o complexo conjugado
do determinante de M, vemos que

det [Uy(A)] = jdet M|% det A.

Assim, U, conserva determinantes exatamente quando det M tem
valor absoluto 1.

Selecionemos entdo uma 2 X 2 matriz complexa arbitraria M
para a qual |[det M| = 1. Entdo U, ¢ um operador linear sébre H
que conserva determinantes. Definamos

TM = (I;"“IUI"q;’

Como & ¢é um isomorfismo, Ty € um operador linear sGbre R*. Além
disso, T, é uma transformagdao de Lorentz, pois
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ATxa) = @@ Uydo)
= det ($E~ 11U\ D)
= det (U, Pa)
= det (Pa)
= gla)

e portanto T, conserva a forma quadritica g.

Usando 2 X 2 matrizes particulares M, pode-se usar o método
acima para calcular transformacdes de Lorentz particulares. Dois
comentdrios devem ser feitos neste ponto; &les nfo sfio dificeis de
serem verificados.

(1) Se M; e M, sdo 2 X 2 matrizes inversiveis com elementos
complexos, entdo Uy, = My, se, e somente se, My é um muiltiplo
escalar de M;. Assim, tbdas as trdnsformagdes de Lorentz acima
exibidas podem ser obtidas a partir de matrizes unimodulares M,
isto €, a partir de matrizes M que satisfazem det M = 1. Se M, e
M> sdo matrizes unimodulares tais que M; = Mye M, # — M,
entao Ty, # Ty,.

(ii) Nem tdda transformagido de Lorentz pode ser obtida -pelo
método acima.

Exercicios

1. Seja M um membro do grupo ortogonal complexo, O(n, C). Mostrar
que Mt M e M* = M! também pertencem a Q(n, ).

2. Suponhamos que M pertenga a O(n, C) e que M’ seja semelhante a M.
M’ também pertence a O(n, C)?

3. Seja

n
Vi = = M,-kxk
k=]

onde M é um membro de O(n, ). Mostrar gue
2yl =Zx]
i )

4. Seja M uma »# X »n mattiz sébre C com colunas M,, M,, ..., M,. Mos-
tar que M pertence &8 O(n, C) se, ¢ sdmente se,

M:M}. = 53;,-.

5. Seja X ume n X 1 matriz sdbre C. Em que condigbes O(n, C) contém
uma matriz M cuja primeira coluna seja X?

6. Determinar uma matriz em (3, €) cuja primeira linha seja (2i, 2i, 3).
7. Seja V o espago das # X 1 matrizes sObre C ¢ fa forma bilinear sObre
V dada por f(X, Y) = X'Y. Seja M pertencente a O(n, C). Qual é a ma-
triz de fem relagdo & base de V formada pelas colunas M, M,,..., M,
de M?
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8. Seja X uma n X 1 matriz sbbre C tal que X'X = 1 ¢ seja I; a j-ésima
coluna da matriz unidade. Mostrar que existe uma matriz M em O(n, C)
tal que MX = I;. Se X tem elementos reais mostrar que existe uma M em
O(n, R) com a propriedade de que MX = I,

9. Seja V' o espago das # X 1 matrizes sdbre C, 4 uma n X n matriz so-
bre C e fa forma bilinear sobre ¥ dada por f(X, ¥) = Xt4Y. Mostrar que
f ¢ invariante sob O(r, C), isto &, fIMX, MY) = f(X, Y) para tddas X, Y
em Ve téda M em O(n, ), se, e somente se, A comuta com cada membro
de O(n, O). '

10. Sgja S um conjunto arbitrdrio de n X n matrizes sdbre C ¢ $* o con-
junto das » X n matrizes sébre C gue comutam com todo elemento de S.
Mostrar que S’ € uma 4lgebra sbbre C.

11. Seja F um subcorpo de C, V um espago vetorial de dimensiio finita sé-
bre F e fuma forma bilinear ndo-singular sdbre V. Se T é um operador li-
near sdbre F que conserva f, demonstrar que det 7 = + 1.

12. Seja F um subcorpo de C, V o espago das n X 1 matrizes sdbre F, A4
uma n X n matriz inversivel sébre F e fa forma bilinear sébre ¥ dada por
fiX, Y) = Xt4AY. Se M é uma »n X n matriz sGbre F, mostrar gque M con-
serva fse, e somente se, A M4 = M1,

13. Seja g uma forma bilinear ndoc-singular sdbre um espago vetorial ¥ de
dimensdo finita. Suponhamos que 7T seja um operador linear inversivel so-
bre V e que fseja a forma bilinear sébre V dada por fl«, 8) = gla, T8). Se
U é um operador linear sObre ¥, determinar condicdes necessdrias e sufici-
entes para que U conserve f.

14. Seja 7 um operador linear sébre C* que conserva a forma quadritica
xi — x3. Mostrar que
@y det(T) = £ 1;
(b) se M é a matriz de T em relagio a base candnica, entio M,, =
=+ M,,, My = + M,,, MH) — M}, = 1;

{(c) se det M = 1, entfo existe um nimero complexo ndo-nulo c tal que

c+£ c —
M=l ¢
2 1
c+ - ¢+

4

(d) se det M = — |, entdo existe um nimeroc complexo ¢ tal que
~ e+ l c—1
e
M=
e + l —_ —
¢

15. Seja f a forma bilinear sObre C? definida por

!
2

oS-

f(xy, x32), (y1, ¥2)) = X1y, — Xay1.
Mostrar que

(a) se T & um operador linear sdbre C3, entdo f(T, T8) = (det T') f(e, 8)
para todos «, f em C2;
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(b) T conserva fse, e sbmente se, det ' = + 1.
(c) O que é que (b) diz acérca do grupo das 2 X 2 matrizes M tais que
M:AM = 4 onde

_| o 17,
A=|_1 of®

16. Seja # um inteiro positivo. / a # X n matriz unidade sdbre Ce Ja 20 X
X 2n matriz dada por
J = [ 0 I

-1 0]

Seja M a 2n X 2r matriz sobre C da forma
_[4 B
M = [C D

onde 4, B, C, D séio n X n matrizes s6bre €, Determinar condicdes neces-
sérias ¢ suficientes sdbre 4, B, C, D para que M'JM = J.

17. Determinar todas as formas bilineares sébre o espago das » X 1 matri-
zes sObre R que sejam invariantes sob O(n, R).

18. Determinar t6das as formas bilineares sbre o espaco das # X | matri-
zes sdbre C que sejam invariantes sob O(n. C).
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Este Apéndice divide-se de maneira 16gica em duas partes, A primei-
ra parte, compreendendo as trés primeiras segdes, contém certos con-
ceitos fundamentais que ocorrem por todo o livro (na verdade, por
tdda a matematica). E mais uma espécie de introdugio do livro que
apéndice. A segunda parte € mais genuinamente um apéndice ao texto.

A Segio 1 contém uma discussdo sdbre conjuntos, suas reunides
e intersegBes. A Secdo 2 discute o conceito de fungio e as idéias afins
de imagem, dominio, fun¢io inversa e a restricio de uma fungéo a
um subconjunto do seu dominio. A Se¢do 3 trata das relagdes de
equivaléncia. O assunto destas trés secdes, especiaimente o das Se-
coes 1 e 2, é apresentado de uma maneira bem concisa. £ tratado
mais como um acdrdo sdbre a terminologia que como uma exposi-
¢do detalhada. Num sentido [égico estrito, esta matéria constitui uma
parte dos pré-requisitos para a leitura do livro; contudo, o leitor nio
devera se desencorajar se nio conseguir aprender completamente o
significado das idéias na sua primeira leitura. Estas idéias sdo impor-
tantes, mas o leitor que néo tiver muita familiaridade com elas deve-
rd achar mais facil absorvé-las se rever a discussio de tempos em tem-
pos, 4 medida que foér lendo o texto em si,

As Segdes 4 e 5 consideram as relagSes de equivaléncia no con-
texto da dlgebra linear. A Sec¢do 4 contém uma discussio breve de
espagos quocientes. Pode ser lida a qualquer momento apds os dois
ou trés primeiros capitulos do livro. A Segdo 5 considera rapidamen-
te algumas das relagdes de equivaléncia que aparecem no livro, ten-
tando indicar como alguns dos resultados do livro poderiam ser in-
terpretados do ponto de vista de relagdes de equivaléncia.

A .1 Conjuntos

Usaremos as palavras ‘conjunto’, °classe’, ‘colegdo’ e ‘familia’
indiferentemente, apesar de darmos preferéncia a ‘conjunto’. Se §
¢ um conjunto e x ¢ um objeto do conjunto S, diremos x ¢ um mem-
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bro de S, que x € um elemento de S, que x pertence a S ou simples-
mente que x estd em S, Se § possui apenas um nimero finito de mem-

bros, xi, . . . ,x., freqiientemente descrevemos S exibindo seus ele-
mentos dentro de chaves:
S={.xl,...,.?€;,‘}.

Assim, o conjunto S dos inteiros positivos de 1 a 5 seria
S=1{122345}.

Se S ¢ T s@o conjuntos, dizemos que S é um subconjunto de 7,
ou que S estd contido em T, se cada membro de S é um membro de
T. Cada conjunto S é um subconjunto de si mesmo. Se .S € um sub-
conjunto de 7 mas S e T ndo sio idénticos, denominamos .S um sub-
conjunto prdprio de 7. Em outras palavras, § € um subconjunto pré-
prio de T se S estd contido em T mas T ndo estd contido em S.

Se Se T sdo conjuntos, a reanifio de S com T € o conjunto S\ T,
constituido de todos os objetos x que sdo membros de S ou de T.
A interseciio de S com T € o conjunto S M T, formado por todos os
X que sao membros de S ¢ de T. Para dois conjuntos arbitrarios, S
e 7, a intersegdo S /M T é um subconjunto da reunido S \J T. Isto
deve auxiliar a esclarecer o uso da palavra ‘ou’ que prevalecerd neste
livro: Quando dizemos que x estd em S ou em T, nfio excluimos a
possibilidade de x estar em ambos S ¢ 7.

Para que a intersegio de S e T seja sempre um conjunto, é ne-
cessario introduzir o conjunto vazio, isto é, o conjunto sem elemen-
tos, Entio S M T € o conjunto vazio se, e sdmente se, S e T ndo tém
elementos em comum.

Freqiientemente precisaremos discutir a reunido ou a intersegéio

dos diversos conjuntos. Se Sy, . . ., S,s30 conjuntos, sua reunifio é o
n
conjunto \J §; formado por todos os x que sdo membros de pelo
i=1
menos um dos conjuntos Sy, . . . ,S,. Sua interseciio é o conjunto

"

M §;, formado por todos 0s x que s30 membros de cada um dos con-
=1 y

juntos Sy, . . . ,S.. Em algumas ocasides, discutiremos a reunido ou
a intersegio de uma colegdo infinita de conjuntos. Deveria estar evi-
dente a maneira como tais reunides e intersegdes sio definidas. O
exemplo que segue devera esclarecer estas defini¢des e uma notagio
para elas.

Exemplo 1. Indiquemos por R o conjunto dos (de todos os)
mimeros reais (a reta real). Se f estd em R, associamos a ¢ um subcon-
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junto S, de R, definido como segue: S, consiste dos numeros reais x
que ndo sdo menores que {.

(a) 8, \J S, = S, onde ¢ é o menor entre ¢, € f2.

(b) S, M S,;, = 8, onde t € 0 maior entre £, e t2.

(¢} Seja [ o intervalo unitario, isto é, o conjunto dos f em R que
satisfazem 0 < ¢+ < 1, Entdo

J Si', = SU
tem I
ﬂ S; = Sl
tem I

A.2 Funcdes

Uma funcfio consiste do seguinte:

(i) um conjunto X, denominado o dominio da fungfo;
(ii) um conjunto Y, denominado o contradominio da fungéo;

(i) uma regra (ou correspondéncia) f, que associa a cada ele-
mento x de X um dnico elemento f(x) de Y

Se (X Y, f) € umafu n¢do, diremos quefe uma funcao de X em
Y. Isto € um tanto confuso, pois ndo € f que € a fungdo; f € a regra
da funcfio. No entanto, &ste uso do mesmo simbolo para a fungio e
€ sua regra nos fornece uma maneira muito mais maledvel de falar
sobre fungdes. Assim, diremos que f € uma fungiio de X em Y, que
X é o dominio de f ¢ que Y é o contradominio de f—tudo isto sig-
nificando que (X, Y, f) é uma fungio como definido acima. Existem
vdrias outras palavras que sio comumente usadas no lugar da pala-
vra ‘fungdo’. Algumas delas sdo ‘transformacgdo’, ‘operador’ e ‘apli-
cagdo’, Estas sdo usadas em contextos onde paregam ser mais suges-
tivas na transmissdo do papel desempenhado por uma fungdo espe-
cifica.

Se f ¢ uma fungdo de X em Y, a imagem de f € o conjunto dos
S(x), x em X. Em outras palavras, a imagem de f consiste dos elemen-
tos y em Y tais que y = f(x), para algum x em X. Se a imagem de f
¢é todo o conjunto Y, dizemos que f é uma funcio sobrejetora de X
em Y ou simplesmente que f ¢ sobrejetora. A imagem de f ¢ freqiien-
temente indicada por f(X).

Exemplo 2. (a) Seja X o conjunto dos nimeros reais e seja ¥ = X.
Seja f a fungdo de X em Y definida por f(x) = x% A imagem de fé o
conjunto dos nimeros reais ndo-negativos. Assim, f ndo € sobrejetora.
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(b) Seja X o plano euclidiano e Y = X, Seja f definida como se-
gue: se Pé um ponto do plano, entdo f(P) € o ponto obtido girando-
se P de 90° (em tdrno da origem, no sentido anti-horario). A imagem
de f é todo Y, isto €, todo o plano; portanto, f € sobrejetora.

(c) Novamente, seja X o plano euclidiano. Coloquemos coorde-
nadas em X como em geometria analitica, usando duas retas per-
pendlculares para identificarmos os pontos de X com pares ordena-
dos de ndmeros reais (x1, x2). Seja Y oeixo dos x,, isto €, o conjunto
dos pontos (x1, x2) com x2 = 0. Se P € um ponto de X, seja f(P)
ponto obtido projetando P sébre 0 ¢ixo dos x;. paralelamente ao
eixo dos x2. Em outras palavras, f((x;, x2)) = (x1, 0). A imagem de f
é todo Y, portanto f é sobrejetora.

(d) Seja X o conjunto dos nimeros reais e seja ¥ o conjunto dos
nimeros reais positivos. Definamos uma fung@o f de X em Y por
f(x) = e°. Entido, f é uma fungdo sobrejetora de X em Y.

(¢) Seja X o conjunto dos niimeros reais positivos e Y o conjunto
dos nimeros reais. Seja f a fungdo logaritmica natural, isto ¢, fungdo
definida por f(x) =log x =In x. Novamente, f € sobrejetora, isto é,
todo nimero real é o logaritmo natura! de algum nimero positivo.

Suponhamos que X, Y e Z sejam conjuntos, que f seja uma fun-
¢io de X em Y e que g seja uma fungéo de ¥ em Z. Existe, associada
afeg, uma fungdo g O fde X em Z, conhecida como a composta de
g e f. E definida por

(g 0f) (x) = g(f{x)).

Para um exemplo simples, seja X = Y = Z, o conjunto dos numeros
reais, sejam f, g, h as fungdes de X em X definidas por

f(x) = x*% g(x) = €%, h(x) = e

eentdio h = g Of. A composta g O f ¢ freqiientemente indicada por
gf; contudo, como mostra o exemplo simples acima, existem oca-
sides em que isto pode levar a confusdo.

Uma questéio de interésse € a que segue. Suponhamos que f seja
uma fungiio de X em Y. Quando é que existe uma fungdo g de ¥ em_
X tal que g{(f(x)) = x para todo x em X? Indicando por / a fun¢o
idéntica sObre X, isto €, a fungdo de X em X definida por f(x) = x, es-
tamos perguntando: Quando € que existe uma fungéo g de ¥ em X tal
queg O f = I? A grosso modo, queremos uma fungao g que ‘leva
cada elemento de Y de volta ao lugar de onde veio’. Para que uma tal
g exista, f plecisa ser injetora, isto é, f precisa ter a propncdade de que
se x1 # X2, entda f(x1) # f(xz2). Se f é injetora, existe uma tal fungéo
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g. Ela é definida como segue: Seja y um elemento de Y. Se y estd na
imagem de f, entdio existe umelemento x em X tal que y = f(x); como
[ € injetora, existe exatamente um tal x. Definamos g(y) = x. Se y ndo
estd na imagem de f, definamos g(y) como sendo um elemento qual-
quer de X. Obviamente temos g O f = /.
Seja f uma fungdo de X em Y. Dizemos que f ¢ inversivel se exis-
te uma fungdo g de Y em X tal que
(i) g O f¢ a fungdo idéntica sGbre X;
(ii) £ O g € a fungdo idéntica sdbre Y.
Acabamos de ver que se existe uma g satisfazendo (/), entdo f € inje-
tora. Analogamente, pode-se ver que se existe uma g satisfazendo
(ii), a imagem de f € todo o conjunto Y, isto €, f € sobrejetora. Assim
se f € inversivel, f € injetora ¢ sobrejetora (bijetora). Reciprocamente,
se f & biietora, existe uma fungdo g de Y em X que satisfaz (i) e (ii).
Além disso, esta g € tinica. Ela € a fun¢do de Y em X, definida por
esta regra: se y estd em Y, entdo g(y) € o 1inico elemento x em X para
o qual f(x) = y.
Se f € inversivel (bijetora) a inversa de f ¢ a unica fungdo f~' de
Y em X que satisfaz
(i) f~(f(x)) = x, para cada x em X,
Gi") f(f~1 (y)) = y, para cada y em Y.
Exemplo 3. Consideremos as fungocs do Exemplo 2,
(a) Se X = Y, o conjunto dos nimeros reais, e f(x) = x?, entdo
J ndo € inversivel. De fato, f ndo € injetora nem sobrejetora.
(b) Se X = Y, o espagoeuclidiano, ¢ fé a ‘rotagdo de 90°', entao
f € bijetora. A funcdio inversa f~! € a ‘rotagdo de —90°’ ou a ‘rotagiio
de 270,
(c) Se X é o plano, Y o eixo dos x; e f((x), x2)) = {x1, 0), entdo
S ndo é inversivel. De fato, apesar de ser sobrejetora, f ndo € injetora.

(d) Se X € o conjunto dos niimeros reais, ¥ o conjunto dos niime-
ros reais positivos e f(x) = e*, entdo f € inversivel. A fungdo f~! € a
funcdo logaritmo natural da parte (e): log e* = x, elog? = p,

(e) A inversa desta fungiio logaritmica natural € a fungdo expo-
nencial da parte (d).

Seja f uma fungdo de X em Y e seja fo uma fungdo de Xy em Y.
Dizemos que fy € uma restri¢io de f (ou uma restricdo de f a Xo) se

(i) Xo € um subconjunto de X,
(i1) folx) = f(x), para cada x em Xj.
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Evidentemente, quando f, € uma restricio de f, decorre que Yo € um
subconjunto de Y. O nome ‘restrigio’ vem do fato de que f ¢ fo tém
a mesma regra e diferem principalmente porque restringimos o do-
minio de definigdo da regra ao subconjunto X, de X.

Se nos € dada uma fungédo f e um subconjunto arbitrario X, de
X, existe uma maneira Obvia de construir uma restricdo de fa Xy. De-
finamos uma fungdo fy de Xo em Y por fo(x) = f(x) para cada x em
Xo. Poder-se-ia perguntar por que nZo denominamos esta fj a restri-
cdo de fa Xo. A razdo é que, ao discutirmos restrigdes de f, queremos
a liberdade de mudar o contradominio Y, bem como o dominio X.

Exemplo 4. (a) Seja X o conjunto dos nimeros reais e f a fun-
¢do de X definida por f(x) = x?. Entdo, f ndo é uma fungdo inversi-
vel mas o serd se restringirmos seu dominio aos numeros reais nao-
negativos. Seja X, o conjunto dos nlimeros reais ndo-negativos e seja
fo a fungio de X, em X, definida por fo(x) = x°. Entdo fy é uma res-
tricio de f a Xy. Ora, f ndo € injetora nem sobrejetora, enquanto que
fu € injetora ¢ sobrejetora. A 1ltima afirmacgio diz simplesmente que
cada nimero ndo-negativo € 0 quadrado de exatamente um nimero
ndo-negativo. A fungdo inversa f; ! é a fungdo de Xy em X, definida
por fi'(x) = V' X.

(b) Seja X o conjunto dos nilmeros reais e seja f a fungdo de X
em X definida por f(x) = x3 4+ x? 4+ 1. A imagem de f ¢ todo X, por-
tantof é sobrejetora. A fungio fcertamente ndo € injetora pois f(—1) =
f(0). Mas f € injetora s6bre Xy, o conjunto dos nlimeros reais nao-ne-
gativos, pois a derivada de f € positiva para x > 0. Quando x percor-
re todos os ndmeros reais ndo-negativos, f(x) percorre todos 0s mime-
ros reais y tais que y > 1. Se indicarmos por Y, o conjunto dos y > 1
e por fo a fungio de Xo em Yy definida por fo(x) = f(x), entdo fo € uma
fungio bijetora de Xy em Yy, Conseqiientemente, fo possui uma fun-
gio inversa fi! de Y, em X, Qualquer férmula para f7(y) € bas-
tante complicada.

(c) Novamente, seja X o conjunto dos nimeros reais e seja f a
fungdo seno, isto é, a fungio de X definida por f(x) = sen x. A ima-
gem de f € o conjunto dos y tais que —1 < y < 1; logo. f nao € so-
brejetora. Como f(x 4+ 2x) = f(x), vemos que f ndo € injetora. Se in-
dicarmos por X, o intervalo — #/2 < x < — #/2, entdo f ¢ injetora
em Xy. Seja Yo o intervalo —1 < y < 1 e seja fo a fungdo de Xy em
Y, definida por fu(x) = sen x. Ent&o f,, é uma restrigdo de f ao inter-
valo Xy ¢ fo € bijetora. Esta é apenas uma outra maneira de dizer que,
no intervalo de —»/2 a #/2, a fungéo seno toma cada valor entre —
e 1 exatamente uma vez. A fungiio f;! é a fungdo arco-seno:

fo'(y) = sen—'y = arc sen y.
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(d) Este é um exemplo geral de uma restricio de uma fungio.
muito mais caracteristico do tipo de restricio que usaremos neste
livro do que os exemplos em (b) e (c) acima. O exemplo em (a) € um
caso particular déste. Seja X um conjunto ¢ f uma fungdo de X em si
mesmo. Seja X, um subconjunto de X. Dizemos que Xy € invariante
sob f se para cada x em Xp o elemento f(x) estd em Xo. Se Xj € inva-
riante sob f, entdo f induz uma fungd@o fyem X em si mesmo, restrin-
gindo-se o seu dominio de definigdio a Xy. A importancia da invari-
incia € que retringindo f a Xy podemos obter uma fungao de X, em
si mesmo, em vez de simplesmente uma fungdo de Xy em AX.

A .3 Relacdes de Equivaléncia

Uma relagdo de equivaléncia é um tipo particular de relacdo en-
tre pares de elementos de um conjunto. Para definir uma relagio de
equivaléncia, precisamos primeiro decidir o que € uma ‘relagdo’,

Certamente uma defini¢do formal de ‘relagdo’ deve envolver re-
lagGes familiares tais como ‘x = ', ‘x < ', * xéamiede p'e ‘x ¢
mais velho que y’. Se X é um conjunto, 0 que é necessario para deter-
minar uma relagdo entre pares de elementos de X? O que se precnsa
evidentemente, é de uma regra para determinar se, para dois quais-
quer elementos dados x e y em X, x esta na reldgao dada com y ou
ndo. Uma tal regra R, serd denominada uma relacio (binari:) sobre
X. Se desejarmos ser ligeiramente mais precisos, poderemos proceder
como segue. Indiquemos por X X X o conjunto dos pares ordenados
(x, y) de elementos de X. Uma relagdo bindria s6bre X € uma fungéo
R de X X X no conjunto {0, 1}. Em outras palavras, R associa a ca-
da par ordenado (x, y) um 1 ou um 0. A idéia € que se R(x, y) =1,
entio x estd na relagdo dada com y, e se R(x, y) = 0, ndo o estd.

Se R € uma relagdo bindria sdbre o0 conjunto X, é conveniente
escrever xRy quando R(x, y) = 1. Uma relagdo bindria € dita

(i) reflexiva, s¢ xRx para todo x em X;
(ii) simétrica, se yRx sempre que xRy,
(iii) transitiva, se xRz sempre que xRy e yRz.

Uma relagdo de equivaléncia sdbre X é uma relagio bindria sd°
bre X que € reflexiva, simétrica ¢ transitiva.

Exemplo 5. (a) S8bre qualquer conjunto, a igualdade é uma re-
lagio de equivaléncia. Em outras palavras, se xRy significa x = y,
entdo R é uma relagdo de equivaléncia, De fato, x=x, se x=y entéo
y=x,sex =ypey = zentio x = z. A relagio ‘x # )’ € simétrica,
mas ndo € reflexiva nem transitiva,
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(b) Seja X o conjunto dos niimeros reais e suponhamos que xRy
signifique x < y. Entdo R ndo € uma relacio de equivaléncia. Ape-
sar de ser transitiva, ndo € nem reflexiva nem simétrica, A relagio
sx < y’ é reflexiva e transitiva, mas ndo € simétrica.

(c) Seja E o plano euclidiano é seja X o conjunto dos tridngulos
no plano E. Entdo, a congruéncia ¢ uma relagdo de equivaléncia so-
bre X, isto é, ‘T =~ T’ (T é congruente a T3) € uma relagéo de equi-
valéncia sdbre o conjunto dos tridngulos no plano.

(d) Seja X o conjunto dos inteiros:

e, —2,—1,0, 1,2, ...

Seja n um inteiro positivo fixo, Definamos uma relagdo R, sébre X
por: xR,y se, e sdbmente se, (x — y) € divisivel por n. A relagdo R, é
denominada congruéncia modulo n. Em vez de xR,y escreve-se em
geral,

x = y, mod n {x € congruente a y mddulo n)

quando {x — y) é divisivel por n. Para cada inteiro positivo n, a con-
gruéncia médulo n € uma relagfio de equivaléncia sébre o conjunto
dos inteiros.

(e) Sejam X e Y conjuntos e f uma fungdo de X em Y. Defina-
mos uma relagdo R s6bre X por: x1 Rx2 se, e sdbmente se, f(x1) = f{xz).
E fécil verificar que R & uma relagio de equivaléncia sdbre o conjun-
to X. Como veremos, ste exemplo engloba, na verdade, tddas as re-
lagdes de equivaléncia.

Suponhamos que R seja uma relagdo de equivaléncia sdbre o
conjunto X. Se x é um elemento de X, indiquemos por E(x; R) o con-
junto dos elementos y em X tais que xRy. Este conjunto E(x; R) € de-
nominado a classe de equivaléncia de x (segundo a relagdo de equi-
valéncia R). Como R é uma relagio de equivaléncia, as classes de equi-
valéncia possuem as seguintes propriedades:

(i) Cada E(x; R) é niao-vazio, pois, como xRx, o elemento x
pertence a E(x; R).

(i) - Sejam x e y elementos de X. Como R € simétrica, y per-
tence a E(x; R) se, ¢ sdOmente se, x pertence a E(y; R).

(iii) Se x e y sdo elementos de X, as classes de equivaléncia
E (x; R) e E(y; R) ou sdo idénticas ou ndo tém nenhum elemento em
comum. Primeiro, suponhamos que xRy. Seja z um elemento arbi-
trario de E (x; R), isto €, um elemento de X tal que xRz. Como R ¢
simétrica, também temos zRx. Por hip6tese, xRy ¢ como R é tran-
sitiva, obtemos zRy, ou yRz. Isto mostra que todo membro de E(x; R)
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é um membro de E(y; R). Pela simetria de R, vemos, anilogamente,
que todo membro de E(y; R) ¢ um membro de E(x; R);.logo
E(x; R) = E(y; R). Afirmamos agora que se a relacio xRy nio va-
le. entdo E(x; R) N E(y; R) é vazia. De fato, se z estd em ambas es-
tas classes de equivaléncia, temos xRz e yRz, portanto xRz e zRy,
logo xRy.

~ Indicando por ¥ a familia das classes de equivaléncia segundo
uma relagiio de equivaléncia R, vemos que: (1) cada conjunto nz fa-
milia § é ndo-vazio; (2) cada elemento x de X pertence a um e so-
mente um dos conjuntos na familia §; (3) xRy se, e sdmente se, x e
v pertencem ao mesmo conjunto na familia 5. Abreviadamente, a re-
lagfio de equivaléncia R subdivide X na reunido de uma famflia de
subconjuntos (ndo-vazios) disjuntos dois a dois. O argumento tam-
bém vale no outro sentido. Suponhamos que ¥ seja uma familia ar-
bitrdria de subconjuntos de X que satisfaga as condigdes (1) ¢ (2)
acima. Se definirmos uma relagdo R por (3), entdo R sera uma rela-
¢io de equivaléncia sbre X e ¥ a familia das classes de equivalén-
cia segundo R.

Exemplo 6. Vejamos quais sdo as classes de equivaléncia se-
gundo as relagbes de equivaléncia do Exemplo 5.

(a) Se R ¢ a igualdade s6bre o conjunto X, entdo a classe de equi-
valéncia do elemento x é simplesmente o conjunto {x}, cujo unico
elemento ¢ x.

(b) Se X é o conjunto dos tridngulos num plano e R € a relaglo
de congruéncia, priaticamente tudo o que se pode dizer, de inicio,
€ que a classe de equivaléncia do trifngulo T consiste de todos os
tridngulos que sdo congruentes a 7. Uma das tarefas da geometria
plana é dar outras descrigées destas classes de equivaléncia.

(¢) Se X € o conjunto dos inteiros e R, ¢ a relagdo ‘congruéncia
mdédulo #’, entdo existem precisamente » classes de equivaléncia. Ca-
da inteiro x pode ser expresso de um unico modo sob a forma
x = gn + r, onde g e r sdo inteiros e 0 << r < n — 1. Isto mostra
que cada x é congruente médulo » a exatamente um dos n inteiros
0,1,2, ..., n—1. As classes de equivaléncia sdo

E=1{...,—2n,—n, 0, n 2n,...}
EE=4{..,1—2n,1—n 1,1 +n1+4+2n...}

Evoy = {...,;1.—'—1—-2n,n—1—-—n,n—l,n--l-I-n_.
n—1+4+ 2n...{.
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(d) Suponhamos que X e Y sejam conjuntos, f uma fun¢do de
Xem Y e R a relagdo de equivaléncia definida por: x1Rxz se, & sO-
mente se, f(x1) = f(xz2). As classes de equivaléncia para R sio exata-
mente os maiores subconjuntos de X sébre os quais f € ‘constante’.
Outra descrigdo das classes de equivaléncia é a que segue. Elas estdo
em correspondéncia bijetora com os elementos na imagem de /. Se
y estd na imagem de £, o conjunto dos x em X tais que f(x) = y é uma
classe de equivaléncia para R; isto define uma correspondéncia bi-
jetora entre os membros da imagem de f e as classes de equivaléncia R.

Fagamos mais um comentdrio acérca de relagdes de equivalén-
cia. Dada uma relagio de equivaléncia R sébre X, seja ¥ a familia
das classes de equivaléncia segundo R. Associando ao elemento x a
classe de equivaléncia E(x; R), definimos uma fungio fde Xem&
(na verdade, sdbre ¥):

f(x) = E(x; R).

Isto mostra que R € a relagio de equivaléncia associada a uma fun-
¢do cujo dominio € X, como no Exemplo 5 (e). O que isto nos diz é
que toda relagdo de equivaléncia sébre o conjunto X é determinada
como segue. Temos uma regra (fungéio) f que associa a cada elemen-
to x de X um objeto f(x), e xRy se, e sdmente se, f(x) = f(¥). Agora
deve-se considerar f(x) como uma propriedade de x, de modo que o
que a relagio de equivuléncia faz (a grosso modo) € reunir todos os
elementos de X que t€m esta propriedade em comum. Se o objeto
f(x) é a classe de equivaléncia de x, entdo tudo o que se disse é que
a propriedade comum dos membros de uma classe de equivaléncia
€ que éles pertencem i mesma classe de equivaléncia. E claro que
isto ndo diz muito. Em geral, existem muitas fungdes distintas £ que
determinam a dada relagio de equivaléncia como acima, e um obje-
tivo no estudo das relagdes de equivaléncia é determinar uma tal f
que d& uma descricio significativa e elementar da relagio de equi-
valéncia. Na Secio A.5 veremos como isto é conseguido para algu-
mas relages de equivaléncia particulares que surgem em 4lgebra
linear,

A.4 Espacos Quocientes

Seja ¥ um espago vetorial s8bre o corpo F e seja W um subes-
pago de V. Existem, em geral, muitos subespacos W’ que séo suplé-
mentares de W, isto &, subespagos com a propriedade de que
V =W@& W’'.Setemos um produto interno sébre V e se W & de di-
mensdo finita, existe um subespago particular que provavelmente
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se denominaria o subespago suplementar ‘natural’ de W. Ele é o su-
plementar ortogonal de W. Mas se V ndo possui nenhuma estrutura
além de sua estrutura de espago vetorial, néio existe nenhuma ma-
neira de selecionar um subespago W’ que se pudesse denominar o
subespago suplementar natural de #. Contudo, pode-se construir, a
partir de ¥ ¢ W, um espago vetorial ¥V/W, conhecido como o ‘quo-
ciente’ de V por W, que desempenhard o papel do suplementar na-
tural de W. Este espaco quociente ndo é um subespago de ¥, portan-
to ndo pode ser realmente um subespago suplementar de W'; no en-
tanto, éle é um espago vetorial definido apenas em térmos de Ve W
que tem a propriedade de ser isomorfo a todo subespago W' que seja
suplementar de W.

Seja W um subespago do espago vetorial V. Se a e 8 sdo vetores
em ¥, dizemos que « € congruente a 3 médulo ¥ se o vetor (@ — 8)
est4 no subespago W. Se a € congruente a 8 médulo W, escrevemos

a =B, mod W.

Ora, a congruéncia médulo W é uma relagio de equivaléncia sdbre V.,

(i) a = a, mod W, porque « —a = Qesta em W,

(ii) Se « = 8, mod W, entdo 8 = «, mod W. De fato, como W
¢ um subespago de ¥, o vetor (o« — B) estd em W se, e sdomente se,
(8 —a)estd em W,

(iii)Sea = 8, mod W,e 8 =y, mod W, entdo a = v, mod W,
De fato, se (@ — 8) ¢ (3 — v)estdoem W,entdoa — v = (@ — )
4+ (8 — ) estéi em W,

As classes de equivaléncia desta relagdo de equivaléncia sdo co-
nhecidas como as classes laterais de W. Qual € a classe de equivalén-
cia (classe lateral) de um vetor «? Ela consiste dos vetores 8 em V tais
que (8 — a) estd em W, isto €, os vetores da forma 8 = o + v, com«y
em W. Por esta razio, a classe lateral do vetor « € indicada por

a + W.

E conveniente pensar na classe lateral de « e relagio a W como sen~
do o conjunto dos vetores obtidos por translagio do subespago W
pelo vetor a. Para visualizar estas classes laterais, o leitor pode pen-
sar no seguinte caso particular: Seja ¥ o espago R? e seja W um sub-
espago unidimensional de ¥, Se imaginarmos ¥ como sendo o plano
euclidiano, W serd uma reta passando pela origem. Se a = (x1, x2)
€ um vetor em ¥, a classe lateral a 4 W € a reta que passa pelo ponto
(x1, x2) ¢ € paralela a W.
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A colegiio de tbdas as classes laterais de W serd indicada por
V/W. Definamos agora uma adi¢do de vetores e uma multiplicagdo
escalar sdbre V/W como segue:

c@+W)+@B+W)=@+H+ W
da + W)= (ca) + W.

Em outras palavras, a soma da classe lateral de a com a classe late-
ral de 8 € a classe lateral de (@ + 8), e o produto do escalar ¢ pela clas-
se lateral de « € a classe lateral do vetor ca. Ora, muitos vetores dis-
tintos em V terdio a mesma classe lateral em relagdo a W, portanto
precisamos verificar que a soma e o produto acima dependem somen-
te das classes laterais envolvidas. O que isto significa € que precisa-

mos mostrar o seguinte:

(1) Sea = o, mod W, e 8 = 8, mod W, entdo
a+ p=a + F, mod W.
o, mod W, entdo ¢« = co’, mod W.

2) Se a

Bstes fatos sdo fAceis de verificar. (1) Se a — o’ estd em We
B — B8 estd em W, entdo como(a + 8) — (&' + 8)=(a —a') +
(8 — B') vemos que a + B8 € congruente a a’ + B’ mddulo W. (2) Se
a —a' estd em W e ¢ € um escalar arbitrério, entdo ca — ca’ =
cla —a') estd em W,

Agora ¢ facil verificar que ¥/W, com a adigdo de vetores e a mul-
tiplicagio escalar acima definidas; é um espago vetorial s6bre o cor-
po F. Deve-se verificar diretamente cada um dos axiomas para um es-
pago vetorial. Cada uma das propriedades da adigdo de vetores e da
multiplicagio escalar decorre da propriedade correspondente das ope-
racdes em V. Um comentério deve ser feito. O vetor nulo em V/W
sera a classe lateral do vetor nulo em V. Em outras palavras, W € o
vetor nulo em V/W.

O espago vetorial V/W € denominado o quociente (ou diferenga)
de ¥ por W. Existe uma transformag&o linear natural Q de V s6bre
V/W. E definida por Qa) = a + W. Deve-se ver que definimos as
operagdes em V/W exatamente de modo que esta transformagio
@ viesse a ser linear. Notemos que o nicleo de Q é exatamente o sub-
espago W. Denominamos Q a transformagfio quociente (ou aplicacgio
quociente) de ¥V sbbre V/W.

A relagio entre o espaco quociente ¥/W e subespagos de ¥ que
sdo suplementares de W pode agora ser enunciada como segue.

Teorema. Seja W um subespago do espago vetorial V e seja Q a
aplicagdo quociente de V sébre V[W. Suponhamos que W seja um
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subespago de V. Entdo V = W @ W' se, e somente se, a restrigdo
de Q a W' é um isomorfismo de W' em V|W.

Demonstracdo. Suponhamos que ¥V = W & W'. Isto significa
que cada vetor a em V pode ser expresso de um unico modo sob a
formaa = v + v, comy em We o em W’ Entio, Qax = Qv +
Oy, isto é,a + W = v + W.Isto mostra que Q leva W' sobre V/W,
ou seja, que Q(W’) = V/W. Além disso, Q ¢ injetora em W', de fa-
to, suponhamos que yi € v2 sejam vetores em W' e que Oyt = Orh.
Entio, Q(y{ — v3) = 0 de modo que ¥i — vz estd em W. Este
vetor também estd em W', que é disjunto de W; logo y1 —v% = 0.
A restricio de O a W' é portanto uma transformagio linear bijetora
de W' em V[W. :

Suponhamos que W' seja um subespago de V' tal que Q seja in-
jetoraem W' eque Q(W') = V/W. 8ejaaum vetorem V. Entdo exis-
te um vetor v/ em W’ tal que Qy' = Qa,isto é,y' + W = a + W.
Isto significa que a = v + ~’ para algum vetor v em W. Portanto
V = W + W', Para ver que We W’ sio disjuntos, suponhamos que
v esteja em Weem W'’. Como v estd em W, temos Qy = 0. Mas @
é injetora em W', logo devemos ter que v = 0. Assim, temos que
V=WoW.

O que &ste teorema realmente diz € que W'’ € um suplementar de
W se, e sdmente se, W' € um subespago que contém exatamente um
elemento de cada classe lateral de W. Ele mostra que, quando
V =W@® W a aplicagio quociente Q ‘identifica’ W’ com V/W.
Abreviadamente, (W & W")/W é isomorfo a W’ de uma maneira
‘natural’. '

Um fato bastante 6bvio deve ser notado. Se W ¢ um subespago
do espago vetorial ¥ de dimensdo finita, entio

dim W + dim (¥/W)=dim V.

Pode-se ver isto a partir do teorema acima. Talvez seja mais fécil
observar que esta férmula sdbre dimensdes diz:

nulidade (Q) + pbsto (Q) = dim V.

Nio & nosso objetivo aqui fazer um tratamento detalhado dos espa-
cos quocientes. Contudo, existe um resultado fundamental que de-
vemos demonstrar.

Teorema. Sejam V e Z espagos vetoriais sobre o corpo F. Supo-
nhamos que T seja uma transformagéo linear de V sdbre Z. Se W é o
niicleo de T, entdo Z é isomorfo a V|W.



348 APENDICE

Demonstragdo. Definamos uma transformagio U de V/W em
Z por Ula + W) = Ta. Precisamos verificar que U estd bem defi-
nida, isto é, que se « + W = 8 + W entio Ta = TB. Isto decor-
re do fato de que W € o niicleo de T’; de fato,a« + W = 8 + W sig-
nifica que « — B em W e isto ocorre se, e sdbmente se, T« — B) = 0.
Isto mostra ndo s6 que U estd bem definida, mas também que U é
injetora.

Agora ¢ facil verificar que U € linear e leva V/W sébre Z, poiS
T € uma transformagio linear de V sbbre Z.

A.5 Relagdes de Equivaléncia em Algebra Linear

Yamos considerar algumas das relagdes de equivaléncia que sur-
gem no texto déste livro. Esta é apenas uma amostra de tais relagdes.

(I) Sejam m e n inteiros positivos ¢ F um corpo. Seja X o con-
junto das m X n matrizes sobre F. Ento, a linha-equivaléncia é uma
relagdo de equivaléncia s6bre o conjunto X. A afirmagio ‘A4 € linha-
equivalente a B’ significa que A4 pode ser obtida de B por uma suces-
sdo finita de operacGes elementares sObre linhas. Se escrevermos
A ~ B para Indicar que A € linha-equivalente a B, entio nio & di-
ficil verificar as propriedades (i) 4 ~ A;(i)se 4 ~ B,entdo B ~ A;
(i)se A ~ Be B ~ C, entdo A ~ C. Que sabemos a respeito desta
relagido de equivaléncia? Na realidade, sabemos bastante. Por exem-
plo, sabemos que 4 ~ B se, ¢ sdmente se, 4 = PB para alguma
m X m matriz inversivel P; ou, 4 ~ B se, e sObmente se, os siste-
mas homogéneos de equacdes lineares AX = 0 ¢ BX = 0 t&m as
mesmas solugdes. Também temos informagbes bem explicitas s6-
bre as classes de equivaléncia segundo esta relagdo. Cada m X m
matriz 4 € linha-equivalente a uma, e sbmente uma, matriz linha-re-
duzida & forma em escada. O que isto diz é que cada classe de equi-
valéncia segundo esta relagio contém precisamente uma matriz R
linha-reduzida & forma em escada; a classe de equivaléncia deter-
minada por R consiste das matrizes 4 = PR onde Péumam X m
matriz inversivel. Pode-se também considerar esta descri¢io das clas-
ses de equivaléncia da seguinte maneira: Dada uma m X n matriz
A, temos uma regra (fungio) f que associa a 4 a matriz f(A4), linha-
-reduzida & forma em escada, que € linha-equivalente a 4. A linha-
-cquivaléncia é completamente determinada por f. De fato, 4 ~ B
se, ¢ somente se, f(4) = f(B), isto &, se, e sOmente se, 4 ¢ B tém a
mesma forma em escada linha-reduzida.

(2) Seja n um inteiro positivo e F um corpo. Seja X o conjunto
das n X n matrizes s6bre F. Entdo, a semelhanga € uma relagio de
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equivaléncia sdbre X; cada n X n matriz 4 ¢ semelhante a si mesma;
se A € semelhante a B, entio B € semelhante a 4; se 4 é semelhante a
B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C, Também sabemos
muita coisa acérca desta relagado de equivaléncia. Por exemplo, 4 €
semelhante a B se, e sdmente se, 4 ¢ B representam o mesmo ope-
rador linear sdbre F, em relagdo a bases ordenadas (possivelmente)
diferentes. Entretanto, sabemos algo muito mais profundo que isto.
Cada n X n matriz A s6bre F é semelhante (sdbre F) a uma, e sdmen-
te uma, matriz sob a forma racional (Capitulo 7). Em outras palavras,
cada classe de equivaléncia segundo a relagio de semelhanga con-
tém exatamente uma matriz que esta sob a forma racional, Uma ma-
triz sob a forma racional € determinada por uma k-upla (p1,...,p:)
de polindmios unitdrios com a propriedade de que p; ;1 divide p;,
j=1,...,k— 1. Assim, temos uma fungdo f que associa a cada
n X n matriz A uma k-upla f(4) = (ps,...,ps) que satisfaz a con-
digio de divisibilidade p; ., divide p;. Entdo 4 e B sio semelhantes
se, e sdmente se, f(4) = f(B).

(3) Eis um caso particular do Exemplo 2 acima, Seja X o con-
junto das 3 X3 matrizes s6bre um corpo F. Consideremos a rela-
¢do de semelhanga sGbre X. Se 4 e B sd0 3 X 3 matrizes sObre F,
entdo A4 e B s@o semelhantes se, ¢ sdmente se, possuem 0 mesmo po-
lindmio caracteristico e 0 mesmo polindmio minimal. Associado a
cada 3 X 3 matriz 4, temos um par (f, p) de polindmios unitdrios
que satisfazem

(a) gr(f) = 3.
(b) p divide f,

sendo f o polindmio caracteristico de 4 ¢ p o polindmio minimal de
A. Dados polindmios unitirios.f e p sdbre F que satisfagam (a) e (b),
¢ fécil exibir uma 3 X 3 matriz sdbre F, cujos polindmios caracte-
ristico ¢ minimal sejam f e p, respectivamente. O que tudo nos diz
€ 0 que segue. Se considerarmos a relacdo de semelhanga sdbre o con-
junto das 3 X 3 matrizes s8bre F, as classes de equivaléncia estardo
em correspondéncia bijetora com os pares ordenados (f, p) de poli-
ndmios unitdrios sdbre F que satisfazem (a) ¢ (b).
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